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Introduction generate 

Actuellement on fait recours au calcul 
des probabilites dans plusieurs 
domaines, notamment dans le 
domaine des sciences economiques 
et sociales, et cela pour la simple 
raison, qu'on y est confronts a des 
phenomenes aleatoires , c.a.d des 
phenomenes dont on ne peut pas 
connaitre ou p re voir avec certitude 
les resultats. 


Cet alea ou hasard est du generalement a la 
complexity du phenomene etudie (ou 
/et) a un manque d'informations. 
Exemples : 

- Prevoir, le temps qui fera demain, ou le 

prix d'une action boursiere. 

- Estimer la proportion des boites de 
conserves abTmees dans un grand lot de 
boites de conserves. 


L'etude de chaque phenomene commence par 
La collecte des informations et se termine 
par sa modelisation, afin de tirer des 
conclusions et prendre des decisions , 
la modelisation du phenomene etudie, qui 
consiste a determiner un modele qui 
explique le mieux possible ce phenomene, en 
se basant sur les resultats de la statistique 
descriptive, et la theorie des probabilites. 
D'ou, I'interet d'un cours de calcul des 
probabilites 4 


Programme 

Outils mathematiques 

■ Theorie elementaire des ensembles 
• Analyse combinatoire 

Notion de probabilite et generalites 

■ Definitions et vocabulaire 

i Proprietes d’une loi de probabilite 



Variables aleatoires 

■ Definition 


■ Loi d’une variable aleatoire 

i Caracteristiqi 

ies d’une variable aleatoire 

■ Couple de variables aleatoires 


Lois de probabilite discretes 

usuelles 

Lois de probabilite continues et lois 

usuelles 
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■ C. ATLAN & G. TRIGANO 

Mathematiques appliquees a la gestion : 
Exercices corriges (Chap, de 1 a 5) 
i M. N. BOULIF 

Calcul des probabilites 
( 50 epreuves d’examens corrigees) 

■ Cyrille CRAPSKY 

Probabilites pour Veconomie 
(Cours avec exercices corriges) 

i A. GAGOU 

Introduction aux probabilites 
(Cours avec exercices corriges) 


Chapitre 1 


Outils mathematiques 


i B. GOLDFARB & C. PARDOUX 

Introduction a la methode statistique 
(Chap. 5, 6 et 7) 

■ Bernard GRAIS 

Methodes statistiques (Chap. I, II et III), 
i A. ELMARHOUM & M. DIOURI 

Probabilites (Cours + exercices corriges) 
i K. MESLOUHI 

Calcul des probabilites 
(Cours + exercices corrigees) 
i R. SANDRETTO 

Probabilites (Chap. 2-5) 
(Rappels de cours + exercices corriges) 


FHstoriquement, on a considere la probability 
d'un evenement . comme le rapport du 
nombre de cas favorables a sa realisation sur 
le nombre de tous les cas possibles pour 
I'experience aleatoire etudiee, et cela 
suppose que tous les cas possibles ont la 
meme probability (equiprobabilite) et que 
leur nombre est fini. Car parfois I'une (ou/et) 
I'autre de ces deux hypotheses ne sont pas 
verifiees. 

Mais, dans la pratique on rencontre des 
experiences ou ces hypotheses sont bien 
verifiees. D'ou, pour calculer les probabilites, 
dans de telles situations, on a besoin de 
deux outils, la theorie des ensembles et 
/' analyse combinatoire, le premier pour la 
formulation des evenements et le deuxieme 
pour calculer leurs probabilites. 


I) Theorie elementaire des ensembles 

1) Definitions, vocabulaire et notations 

®- Ensemble : groupe d'individus appeles 
elements. 

Pour un element e d'un ensemble E, on dit 
que , « e appartient a E », et on note : 

e e E. 

«■ Pour un ensemble E de n elements e lf e 2 , 
i.., e n , on ecrit: E = {e 1( e 2 , ..., e n >. 

Parfois les elements sont definis par une 
formule ou une expression. 


Exemples : 

• E = {n s N / 4n-l > 15} 

• F = -((m, n), m et n entiers /l<m<6 et 
l<n<6> 

• G= {Tous les etudiants inscrits dans le 
module M.Q II en 2013 }. 

Si E est vide on note E = 0. 

Un ensemble A est un sous-ensemble ( ou 
une partie) de E, si tous les elements de A 
appartiennent a E. On note A c E (ou E => A) 
et on dit que A est inclus dans E. 

Par un diagramme de Venn on a: 
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®- Pour un ensemble E non vide, on note par 
^E) I'ensemble de toutes les parties de E. 

Si A est un sous ensemble de E, on ecrit, 
AcE mais Ae^E) 

Exemple: 

Si E = {a, b, c>, alors 3\E) = {0, {a}, {b}, 
{c>, {a,b}, {a,c>, {b,c>, E >. 

A={a, b> clet Ae^E). 


L'intersection de deux sous ensembles A 
et B de E, que Ton note AnB (ou AB), est un 
sous ensemble de E forme des elements 
appartenant a A et a B. 

^•La reunion de A et B, que Ton note AuB, 
est un sous-ensemble de E forme des 
elements appartenant a A ou a B. 

Exemple: 

Si E={1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = {2, 4, 5} 
et B = {1, 4>, alors: 

AnB = {4} et A u B = {1, 2, 4, 5}. 


^Si AnB =0, on dit que A et B sont disjoints. 
Remarque : 

On a toujours, 

AnB c A et AnB c B 
A e AuB et B c AuB 

Si A c E, on appelle compiementaire de A 
dans E, le sou ensemble des elements de E 
qui ne sont pas dans A. On le note a°u A c . 



®- La difference de A et B est I'ensemble des 
elements qui sont dans A mais pas dans B 
On le note AnB. 

Mais, la difference de B et A s'ecrit AnB . 

*■ La difference symetrique de A et B est 
I'ensemble des elements qui sont dans A ou 
bien dans B mais pas dans AnB On le note 
AAB. 

On remarque que: AAB = (AnB)u(AnB) 


®- On appelle partition de E, toute famille 
A 1; A 2 , ..., A n de sous ensembles de E, tels 
que : 

■ A,nAj =0 pour i * j 

■ A x uA 2 u ... uA n =E 

Le produit cartesien de deux ensembles 
E et F est I'ensemble de tous les couples 
ordonnes (x, y), ou xeE et yeF. On le note 
ExF={(x, y)/ xeE et yeF >. 

Si E=F, alors on note ExE=E 2 . 


Attention: generalement ExFit FxE. 


®- Plus generalement, pour n entier, on 
ecrit: 

E t xE 2 x ... xE n ={(e lf e 2 , . . ., e n ) tel que: 
ejeEi, e 2 EE 2 , ... et e n eE n >. 

(e lf e 2 , . . ., e n ) s'appelle un multiplet de 
n elements (ou un n-uplet). 
et on ecrit: E n = E *E x ... xE (n fois). 

Pour un ensemble E fini, de p elements, 
on appelle cardinal de E le nombre de ses 
elements. On note card(E)=p. 
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2) Operations et proprietes 


a) Qperateurs n, u et c 

Soient A, B et C trois sous ensembles 
d'un ensemble E, alors on a: 


■ AoB= BnA, 

■ AuB= BuA, 

■ An0= 0, 

■ Au0= A 

■ AnE= A, 

■ AuE= E, 

■ AnA c = 0, 

■ AuA°= E 

■ (AnB)nC = An(BnC) = AnBnC 


■ (AuB)uC = Au(BuC) = AuBwC 


■ An(BuC) = (AB)u(AC), 

■ Au(BC) = (AuB)n(AuC) 

■ (AnB)° =A c c 

i B c , | ■ (AuB) c 

=A c nB°, ■ (A C ) C =A 


b) Operations sur les cardinaux 

card(0)=O, et card(A°)=card(E)-card(A). 

Si AcB alors card(A)<card(B). 

®- card(AuB)=card(A)+card(B)-card(AB). 

Mais si, AoB=0, alors 

ca rd (AuB) = ca rd ( A) +ca rd ( B) . 

*■ Plus generalement, pour une famille de n 
ensembles A lf A 2 , A n on a la formule de 
Poincare: 


card([ JA ; ) = y"card(A; ) — y"card(A, Aj) 

+ y^card(AjAjA k ) — 

(— i) n+J card ( A 7 A 2 A n ). 


«• Mais, si les A; sont disjoints deux a deux, 
c.a.d. A;nAj =0 pour i * j , alors on a: 

card (IJ A i ) = X card (A, ). 


*■ En particulier, si A lf A 2 , ..., A n torment une 
partition de E, alors on a : 

card(E) = ^card(Aj). 

*■ card(AnB)=card(A) - card(AB). 

*■ card(AnB)=card(B) - card(AB). 

«- cardCEjXEjX ... xE n ) 

= cardCEjjxcardCEjjx ... x C ard(E n ). 
Ainsi, card(E n )=[card(E)] n . 

«■ Si card(E) = n alors card^E)) = 2" 


II) Analyse combinatoire 

On considere un ensemble de n elements et 
on cherche a etudier les differentes 
possibilites de regrouper ou de choisir p 
elements parmi les n. 

Selon le mode de choix ou de tirage des 
elements et leur ordre, on distingue 4 
situations. 


l)Tirage avec remise (repetition) et avec ordre 

Le nombre de possibilites pour choisir p 
elements, ordonnes et avec repetition, parmi 
n elements, est egal a nP. 

C'est le nombre d'arrangements avec 
repetition. 

Remarque: 

Dans ce cas p peut etre superieur a n. 
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Exemple: Combien de fagons a-t-on pour 
composer le code secret, d'un coffre-fort, 
de 6 ch iff res? 

Reponse: On a (10 s = 1 million) fagons de 
le composer. 


2) Tirage sans remise et avec ordre 

Le nombre de possibilites pour choisir p 
elements, ordonnes et sans repetition, parmi 
n elements, est egal a: 

n(n-l )(n-2)* *(n-p+l), 


c'est le nombre d'arrangements sans 
repetition, que I'on note A£. 

Si on pose: 

n(n-l)(n-2)x....x2xl=n! (factorielle n), 


alors on 


A f = 


n\ 

in- py. 


Remarques: 

1) Dans ce cas il faut que p < n. 

2) Par convention on a 0! = 1 

3) Si p=n, alors on a, A? = n K qui est le 
nombre de permutations de n elements 
differents. 

Exemple: Combien de fagons a-t-on pour 
composer le code secret, d'un coffre-fort, 
de 6 chiffres differents? 

, 70' 

Reponse: On a ( Af 0 = -^-=757200 ) 
fagons de le composer. 


3) Tirage sans remise et sans ordre (p < n) 

Le nombre de possibilites pour choisir p 
elements, sans ordre et sans repetition, 
parmi n elements, est egal a: 

pi 

c'est le nombre de combinaisons, que I'on 
note: 


p\(n-p)\ 


Exemple: Combien de fagons a-t-on pour 
elire un bureau de 5 membres, dans une 
assemblee generale de 40 membres? 

Reponse: On a ( c i = 401 = 658008 ) 
51x35! 

fagons de I'elire. 


4) Tirage avec remise et sans ordre 

Le nombre de possibilites pour choisir p 
elements, sans ordre et avec repetition, 
parmi n elements, est egal a C„ + _j , 
c'est le nombre de combinaisons avec 
repetition, que I'on note: 

_ {n + p-I)\ 
n n+p ~ 1 p\(n-l)\ 

Dans ce cas p peut etre superieur a n. 30 
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Pour etablir ce resultat on utilise la notion de 
permutation avec repetition. 

On considere n elements (ou objets), dont n x 
sont de type 1, n 2 sont de type 2, . . . et n k 
sont de type k, avec n 1 +n 2 +. . .+n k =n. 

Des elements sont d'un meme type soit 
parce qu'ils sont identiques soit qu'ils sont 
donnes dans un ordre fixe, c.a.d, qu'on ne 
peut pas toucher a leur ordre mais on peut 
placer d'autres elements parmi eux. 


Le nombre de permutations de ses elements 
est appele nombre de permutations avec 
repetition, que Ton note p n (n,, n 2 , . . ., n k ), et 
il est donne par : 


p n (n 1 ,n 2 ,...,n k ) = 


n\ 

n 1 \xn 2 \x...xn k \ 


Remarque: Si k=2, on a n 2 =n-n! et 


Pn( n i, n 2 ) - 


rijKn-rij )! 


Exemple: de combien de fagons peut on 
distribuer p lettres identiques dans n boTtes 
aux lettres avec la possibilite de mettre 
plusieurs lettres dans la meme bolte ? 

Reponse: Distribuer les p lettres revient a 
choisir les p boites aux lettres (qui vont 
recevoir les lettres) parmi les n boites, sans 
ordre (lettres identiques) et avec repetition 
(la possibilite de choisir la meme boTte 
plusieurs fois). 


Done le nombre de fagons que Ton a est egal au 
nombre de combinaisons avec repetition de p 
elements parmi n, ce qui est egal aussi au 
nombre de permutations avec repetition de 
n+p-1 objets dont (n-1) sont de type 1 (les 
separateurs des boites) et p sont de type 2 
(les lettres). 


K n=P n+P - I (n-l, P) = 


(n + p-l)\ _ c „ 
p\(n — l)\ 


A.N: Pour, n=3 et p=2, on a, 

2 2 41 _ 


5) Proprietes de et C p (avec p<n) 


1) 

K = nA p :l 

h 

ii 

P 

3) 

c:=-cr: 

p 

4) 

C'-C*~ p 

5) 

c p =c£+ci, 

6) 

Sc;=2 n 

p=° 


6) Tableau recapitulate 

On considere le tirage de p elements parmi n 


Tirage 
Ordre \ 

Avec remise 
(p quelconque) 

Sans remise 
(P ^ n) 

Avec ordre 

HP 

Af 

Sans ordre 

K<’ 

c p n 
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Chapitre 2 

Notion de probability 
et generates 


I) Definitions et vocabulaire 

On donne les definitions et le vocabulaire de 
bases qui seront utilises dans les 
paragraphes et les chapitres suivants. 

^ Experience (ou epreuve) aleatoire : C'est 
une experience dont on ne peut pas prevoir 
le resultat avec certitude . 

Cependant les resultats possibles d'une 
experience aleatoire sont connus a priori. 

Exemples: - Jeter un de a six faces. 

- Tirer une boule dans un urne. 38 


«■ Espace (ou ensemble) fondamental : C'est 
I'ensemble de tous les resultats possibles 
d'une experience aleatoire. 

Generalement on le note £2 (omega). 

®- Un element de £2 est appele evenement 
elementaire (ou eventuality), on le note to. 

Une partie de £2 est appelee evenement . 
Exemple: Pour le jet d'un de a six faces, on a, 
£2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

3 est un evenement elementaire. 

E= {3, 6} est un evenement. 39 


«■ £2 est appele evenement certain. 

0 est appele evenement impossible. 

Deux evenements A et B sont dites 
incompatibles s'ils ne se realisent pas 
simultanement c.a.d AnB=0. 

Exemple: Pour le jet d'un de a six faces, les 
evenements A=« avoir un nombre pair » et 
B=« avoir un nombre impair » sont 
incompatibles 

Remarque: £2 peut etre fini, infini 

denombrable ou infini non denombrable. 


» On appelle tribu d'evenements sur a toute 
partie A de <^n) verifiant : 

i)Qe /I 

ii) Si E e A , alors E c e A 

iii) Si (Ej) ieN est une suite denombrable 
d'elements de A, alors U^, e A. 

(A est stable par les operateurs u et c ) 
Remarque: Generalement, si £2 est fini on 
prend A = ^(n) et dans ce cas, la condition 
iii) se reduit a, 

si A et E 2 g A , alors E[ u E 2 e A. 41 


Le couple (£2, A) est appele espace 
probabilisable. 

On appelle probability (ou lois de 
probability) sur I'espace probabilisable (£2, A), 
toute application P de A dans [0 , 1] 
verifiant: 

i) P(£2) = 1 (axiome de normalisation) 

ii) Pour toute suite (E|) isN d'evenements 
de A incompatibles deux a deux, on a: 

^(U3)=i*ro 

(axiome complet des probabilites totales). 42 
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En particulier si E t et E 2 sont deux 
evenements incompatibles on a: 

P(Ej u E 2 ) = PfE,) + P(E 2 ). 

Ou P(E) designe la probabilite de I'evenement E. 

« Le triplet (n, A, P) est appele espace 
probabilise. 

Remarque : Pour tout Eg A, on a touiours. 
0< P(E) <1. 

Si Q est fini ou infini denombrable, on 
definit une lois de probabilite comme une 43 


application P de n dans [0 , 1] verifiant : 

ZP(co)=l 

(De Q 

Ainsi, pour determiner la loi de probabilite, il 
suffit de connaTtre les probabilites de tous les 
evenements elementaires. 

Et pour tout evenement E<= n, on a: 

P{E)= EW 


Exemple: Soit une experience aleatoire qui a 
7 resultats possibles dont les probabilites 
sont les suivantes: 


Evenement 
elementaire cd. 

“i 

®2 

“ 3 

(D 4 

% 

CDg 

CD? 

P(«)i) 

0,2 

0,1 

0,1 

0,3 

0,15 

0,05 

0,1 


Pour A={co 2 , <d 4 , co 5 >, on a: 

P(A) = £/>(«,) = P(oj 2 ) + P(a> 4 ) + P{(o 5 ) 

= 0,1 + 0,3 + 0 , 15 = 0 , 55 . 


Si Q. est fini et si tous les evenements 
elementaires ont la meme probabilite, on dit 
qu'il y a equiprobabilite de ces evenements et 
que la loi de probabilite est uniforme. On 
montre alors que la loi de probabilite est 
definie par : 

P : n , 1] 

cd * P(co)=l/card(n) 

Ainsi, pour tout evenement Ec Q, on a: 

j _ card(E) _ nombrede cas favorables 
card (Q) nombre de cas possibles 


Exemple: Pour le jet d'un de equilibre, soit 
A=« avoir un multiple de 3 » ={3; 6}. 

La loi est uniforme et on a card(n)=6 et 
card(A)=2. Done P(A)=2/6 =1/3=0,3333. 

*■ Si A est un evenement d'un espace 
fondamental n tel que P(A) * 0, et B un 
evenement quelconque de fi, la probabilite 
de B sachant que A est realise est appelee la 
probabilite conditionnelle de B sachant A. On 
la note P(B/A) et elle est definie par : 

HBIA) = P(AnB > 


Exemple: Pour le jet d'un de equilibre, soient 
A =« avoir un multiple de 3 » ={3; 6> , 

B = «avoir un six »= {6}. 

C = «avoir un as »= {1>. 

D = «avoir un nombre impair »= {1, 3, 5}. 

i) AnB = {6}, P(A)= 2/6 et P(AnB )=l/6, 
done, P(B/A) = (l/6)/(2/6) =l/2=0,5. 

ii) AnC =0 done P(AnC )=0 d'ou, 
P(C/A)=0/(2/6) =0. 

iii) AnD = {3}, P(D)= 3/6 et P(AnD ) = l/6, 
done, P(D/A) = (l/6)/(2/6) =1/2=0, 5=P(D). 
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On remarque que : P(B/A) =0,5>P(B) = l/6, 
P(C/A)=0<P(C) = l/6 et P(D/A) = P(D)=0,5. 

On verifie aussi que P(A/D) = P(A) = l/3. 

On dit que les probabilites conditionnelles de 
B et C dependent de la realisation de A, alors 
que la probabilite conditionnelle de D est 
independante de la realisation de A. 


«■ Soient A et B deux evenements d'un espace 
fondamental n tels que, P(A) * 0 et P(B) * 0, 
on dit que A et B sont independants si: 
P(B/A)=P(B) OU P(A/B) = P(A). 

Par consequent, la condition necessaire et 
suffisante pour que A et B soient 
independants est donnee par: 

P(AB) = P(A)xP(B). 


II) Proprietes d'une loi de probabilite 

1) Proprietes generates 

Soient A et B deux evenements d'un 
espace probabilise (n, A, P). Alors on a: 

9- P(A C ) = P(Q)-P(A) = l-P(A). 

«■ Si AcB alors P(A)<P(B). 

P(AuB) = P(A)+P(B)-P(AB). 

Mais si, A et B sont incompatibles (AnB=0), 
on a: P(AuB) = P(A)+P(B). 


®- Plus generalement, pour une famille de n 
evenements A 1; A 2 , ..., A n on a la formule de 
Poincare: (theoreme des probabilites totales) 

P { U A) =% p W - /s S < P(AAj) 

+ E p(A a jA)- 

(-iy-' p(a,a 2 


Mais, si les A| sont incompatibles deux a 
deux, c.a.d. AjnAj =0 pour i * j , alors on a: 

^(UA) = Z^(A)- 

En particulier, si A lr A 2 , ..., A n torment un 
systeme complet d'evenements de a, c.a.d. 
(AjnAj =0 pour i * j et (JA,. =Q ) alors on a : 

P(Q) = P(U A) = ZP( A) = P 


P(AB) = P(A)-P(AB) OU P(A) = P(AB)+P(AB). 

P(AB) = P(B)-P(AB) OU P(B)=P(AB)+P(AB). 

Soit C est un evenements de n tel que 
P(C)*0, alors on a: 

■ P(A/C) = 1-P(A/C). 

■ P[(AuB)/C] = P(A/C)+P(B/C)-P[(AB)/C], 

Exercice: Montrer que si A et B sont 

independants alors, A et B c , A c et B, A c et B c 
sont aussi independants. 
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2) Theoreme des probabilites composees 
Soient A u A 2 , A n n evenements de Q. tels 
que P(p|^.)^0, alors on a: 

P(f) A) = P A ) x P A IA i ) x P(A 3 /AjA 2 ) x . . . 
x P(A n / A,A 2 ...A n _ l ). 

En particulier pour n = 2 , on retrouve: 

P(A 1 A 2 ) = P(A 1 ) PCA^AJ. 


^ Independance totale et deux a deux 
Soient A lf A 2 , A n n evenements de Q. 

■ On dit que ces evenements sont 
totalement (ou mutuellement) independants si 
pour tout entier k (2< k < n), on considere k 
evenements distincts parmi les n, alors ils 
sont independants. 

■ On dit que ces evenements sont deux a 

deux independants si, on considere 2 
evenements distincts parmi les n, alors ils 
sont independants. 56 


Remarques : 

i) Des evenements qui sont mutuellement 
independants sont en particulier deux a deux 
independants mais la reciproque n'est pas 
vraie. 

ii) D'apres le theoreme des probabilites 
composees, si les evenements A lf A 2 , ..., A n 
sont mutuellement independants , alors on a: 

P(flA) = p ( A i ) x P ( A 2 ) x P(A) x • ■■xP(A)- 


Exercice d'application: Soit une boTte contenant 
20 composants electroniques dont 4 sont 
defectueux. On y tire au hasard et 
successivement 3 composants, avec remise 
si le composant est normal, sinon on le 
garde. 

1) Calculer la probabilite d'avoir les trois 

composants defectueux. 

2) Calculer la probabilite d'avoir les trois 

composants normaux. ™ 


Solution: Si on note les evenements, 

D' =« avoir un cp. defectueux au i® me tirage ». 
N' =« avoir un cp. normal au i® me tirage ». 

1) P(D 1 D 2 D 3 )= PCD^PCDZ/D^PCD 3 /D 1 D 2 ) 

= (4/20)x(3/19) x(2/18)=0,0035. 

2) P(N 1 N 2 N 3 ) = PCN^PCNVN^PCNVNiN 2 ) 

= P(N 1 )P(N 2 )P(N 3 )=(16/20)x(16/20)x(16/20) 
= (4/5) 3 = 0,512. 
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Chapitre 2 

Notion de probability 
et generates 


I) Definitions et vocabulaire 

On donne les definitions et le vocabulaire de 
bases qui seront utilises dans les 
paragraphes et les chapitres suivants. 

^ Experience (ou epreuve) aleatoire : C'est 
une experience dont on ne peut pas prevoir 
le resultat avec certitude . 

Cependant les resultats possibles d'une 
experience aleatoire sont connus a priori. 

Exemples: - Jeter un de a six faces. 

- Tirer une boule dans un urne. 2 


«■ Espace (ou ensemble) fondamental : C'est 
I'ensemble de tous les resultats possibles 
d'une experience aleatoire. 

Generalement on le note £2 (omega). 

®- Un element de £2 est appele evenement 
elementaire (ou eventualite), on le note to. 

Une partie de £2 est appelee evenement . 
Exemple: Pour le jet d'un de a six faces, on a, 
£2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

3 est un evenement elementaire. 

E= {3, 6} est un evenement. 3 


£2 est appele evenement certain. 

0 est appele evenement impossible. 

Deux evenements A et B sont dites 
incompatibles s'ils ne se realisent pas 
simultanement c.a.d AnB=0. 

Exemple: Pour le jet d'un de a six faces, les 
evenements A=« avoir un nombre pair » et 
B=« avoir un nombre impair » sont 
incompatibles 

Remarque: £2 peut etre fini, infini 

denombrable ou infini non denombrable. 


» On appelle tribu d'evenements sur a toute 
partie A de <^n) verifiant : 

i)Qe /I 

ii) Si E e A , alors E c e A 

iii) Si (Ej) ieN est une suite denombrable 
d'elements de A, alors U^, e A. 

(A est stable par les operateurs u et c ) 
Remarque: Generalement, si £2 est fini on 
prend A = ^(n) et dans ce cas, la condition 
iii) se reduit a, 

si A et E 2 g A , alors E! u E 2 e A. 5 


Le couple (o. A) est appele espace 
probabilisable. 

On appelle probabilite (ou lois de 
probabilite) sur I'espace probabilisable (£2, A), 
toute application P de A dans [0 , 1] 
verifiant: 

i) P(£2) = 1 (axiome de normalisation) 

ii) Pour toute suite (E|) isN d'evenements 
de A incompatibles deux a deux, on a: 

^(U3)=i*ro 

(axiome complet des probabilites totales). 6 
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En particulier si E t et E 2 sont deux 
evenements incompatibles on a: 

P(Ej u E 2 ) = PfE,) + P(E 2 ). 

Ou P(E) designe la probabilite de I'evenement E. 

« Le triplet (n, A, P) est appele espace 
probabilise. 

Remarque : Pour tout Eg A, on a touiours. 
0< P(E) <1. 

Si Q est fini ou infini denombrable, on 
definit une lois de probabilite comme une 7 


application P de n dans [0 , 1] verifiant : 

ZP(co)=l 

(De Q 

Ainsi, pour determiner la loi de probabilite, il 
suffit de connaTtre les probabilites de tous les 
evenements elementaires. 

Et pour tout evenement E<= n, on a: 

P{E)= EW 


Exemple: Soit une experience aleatoire qui a 
7 resultats possibles dont les probabilites 
sont les suivantes: 


Evenement 
elementaire cd. 

“i 

®2 

“ 3 

(D 4 

% 

CDg 

CD? 

P(«)i) 

0,2 

0,1 

0,1 

0,3 

0,15 

0,05 

0,1 


Pour A={co 2 , <d 4 , co 5 >, on a: 

P(A) = £/>(«,) = P(oj 2 ) + P(a> 4 ) + P{(o 5 ) 

= 0,1 + 0,3 + 0 , 15 = 0 , 55 . 


Si Q. est fini et si tous les evenements 
elementaires ont la meme probabilite, on dit 
qu'il y a equiprobabilite de ces evenements et 
que la loi de probabilite est uniforme. On 
montre alors que la loi de probabilite est 
definie par : 

P : n , 1] 

cd * P(co)=l/card(n) 

Ainsi, pour tout evenement Ec Q, on a: 

j _ card(E) _ nombrede cas favorables 
card (Q) nombre de cas possibles 


Exemple: Pour le jet d'un de equilibre, soit 
A=« avoir un multiple de 3 » ={3; 6}. 

La loi est uniforme et on a card(n)=6 et 
card(A)=2. Done P(A)=2/6 =1/3=0,3333. 

*■ Si A est un evenement d'un espace 
fondamental n tel que P(A) * 0, et B un 
evenement quelconque de fi, la probabilite 
de B sachant que A est realise est appelee la 
probabilite conditionnelle de B sachant A. On 
la note P(B/A) et elle est definie par : 

HBIA) = P(AnB > 


Exemple: Pour le jet d'un de equilibre, soient 
A =« avoir un multiple de 3 » ={3; 6> , 

B = «avoir un six »= {6}. 

C = «avoir un as »= {1>. 

D = «avoir un nombre impair »= {1, 3, 5}. 

i) AnB = {6}, P(A)= 2/6 et P(AnB )=l/6, 
done, P(B/A) = (l/6)/(2/6) =l/2=0,5. 

ii) AnC =0 done P(AnC )=0 d'ou, 
P(C/A)=0/(2/6) =0. 

iii) AnD = {3}, P(D)= 3/6 et P(AnD ) = l/6, 
done, P(D/A) = (l/6)/(2/6) =1/2=0, 5=P(D). 
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On remarque que : P(B/A) =0,5>P(B) = l/6, 
P(C/A)=0<P(C) = l/6 et P(D/A) = P(D)=0,5. 

On verifie aussi que P(A/D) = P(A) = l/3. 

On dit que les probabilites conditionnelles de 
B et C dependent de la realisation de A, alors 
que la probabilite conditionnelle de D est 
independante de la realisation de A. 


«■ Soient A et B deux evenements d'un espace 
fondamental n tels que, P(A) * 0 et P(B) * 0, 
on dit que A et B sont independants si: 
P(B/A)=P(B) OU P(A/B) = P(A). 

Par consequent, la condition necessaire et 
suffisante pour que A et B soient 
independants est donnee par: 

P(AB) = P(A)xP(B). 


II) Proprietes d'une loi de probabilite 

1) Proprietes generates 

Soient A et B deux evenements d'un 
espace probabilise (n, A, P). Alors on a: 

9- P(A C ) = P(Q)-P(A) = l-P(A). 

«■ Si AcB alors P(A)<P(B). 

P(AuB) = P(A)+P(B)-P(AB). 

Mais si, A et B sont incompatibles (AnB=0), 
on a: P(AuB) = P(A)+P(B). 


®- Plus generalement, pour une famille de n 
evenements A 1; A 2 , ..., A n on a la formule de 
Poincare: (theoreme des probabilites totales) 

P { U A) =% p W - /s S < P(AAj) 

+ E p(A a jA)- 

(-iy-' p(a,a 2 


Mais, si les A| sont incompatibles deux a 
deux, c.a.d. AjnAj =0 pour i * j , alors on a: 

^(UA) = Z^(A)- 

En particulier, si A lr A 2 , ..., A n torment un 
systeme complet d'evenements de a, c.a.d. 
(AjnAj =0 pour i * j et (JA,. =Q ) alors on a : 

P(Q) = P(U A) = ZP( A) = P 


P(AB) = P(A)-P(AB) OU P(A) = P(AB)+P(AB). 

^ P(AB) = P(B)-P(AB) OU P(B)=P(AB)+P(AB). 

Soit C est un evenements de n tel que 
P(C)*0, alors on a: 

■ P(A/C) = 1-P(A/C). 

■ P[(AuB)/C] = P(A/C)+P(B/C)-P[(AB)/C], 

Exercice: Montrer que si A et B sont 

independants alors, A et B c , A c et B, A c et B c 
sont aussi independants. 
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2) Theoreme des probabilites composees 
Soient A u A 2 , A n n evenements de Q. tels 
que P(p|^.)^0, alors on a: 

P(f) A) = P A ) x P A IA i ) x P(A 3 /AjA 2 ) x . . . 
x P(A n / A,A 2 ...A n _ l ). 

En particulier pour n = 2 , on retrouve: 

P(A 1 A 2 ) = P(A 1 ) PCA^AJ. 


^ Independance totale et deux a deux 
Soient A lf A 2 , A n n evenements de Q. 

■ On dit que ces evenements sont 
totalement (ou mutuellement) independants si 
pour tout entier k (2< k < n), on considere k 
evenements distincts parmi les n, alors ils 
sont independants. 

■ On dit que ces evenements sont deux a 

deux independants si, on considere 2 
evenements distincts parmi les n, alors ils 
sont independants. 20 


Remarques : 

i) Des evenements qui sont mutuellement 
independants sont en particulier deux a deux 
independants mais la reciproque n'est pas 
vraie. 

ii) D'apres le theoreme des probabilites 
composees, si les evenements A lf A 2 , ..., A n 
sont mutuellement independants , alors on a: 

P(flA) = p ( A i ) x P A ) x P(A) x • ..xP(A„). 


Exercice d'application: Soit une boTte contenant 
20 composants electroniques dont 4 sont 
defectueux. On y tire au hasard et 
successivement 3 composants, avec remise 
si le composant est normal, sinon on le 
garde. 

1) Calculer la probabilite d'avoir les trois 

composants defectueux. 

2) Calculer la probabilite d'avoir les trois 

composants normaux. 22 


Solution: Si on note les evenements, 

D' =« avoir un cp. defectueux au i® me tirage ». 
N' =« avoir un cp. normal au i® me tirage ». 

1) P(D 1 D 2 D 3 )= PtD^PtDZ/D^PCD 3 /D 1 D 2 ) 

= (4/20)x(3/19) x(2/18)=0,0035. 

2) P(N 1 N 2 N 3 ) = PCN^PCNVN^PCNVNiN 2 ) 

= P(N 1 )P(N 2 )P(N 3 )=(16/20)x(16/20)x(16/20) 
= (4/5) 3 = 0,512. 


3) Theoreme de Baves ( Probabilites des causes) 
Soient (E lf E 2 , ..., E n ) une partition (ou un 
systeme complet d'evenements) de Q, et R un 
evenement tel que P(R)*0. Etant donnees : 

i) Les probabilites a priori PCE^, P(E 2 ), ..., P(E n ). 

ii) Les probabilites conditionnelles PCR/EJ, 
P(R/E 2 ), ..., P(R/E n ). 

Alors on a les probabilites a posteriori : 

P(E i /R) = P{EtR) = 

p (R) X P(Ej)P(R/Ej ) 
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Exercice d'application: Dans une usine, 3 
machines fabriquent des pieces mecaniques 
dans les proportions respectives suivantes: 
p 1 =25%, p 2 =35% et p 3 =40%. On sait que le 
les taux de production de pieces 
defectueuses par les 3 machines sont 
respectivement de 10%, 5% et 1%. 

On choisit au hasard une piece dans un lot de 
pieces fabriquees par I'usine et on constate 
qu'elle est defectueuse. Quelle est 
probability qu'elle soit fabriquee par la 3® me 
machine? 


Solution: Si on note les evenements, 

D =« la piece est defectueuse». 

M; =« la piece est fabriquee par la i 6me machine ». 
On a: 

i) P(M 1 )=0,25; P(M 2 )=0,35 et P(M 3 )=0,4. 

ii) P(D/M!)=0,1; P(D/M 2 )=0,05 et P(D/M 3 )=0,01. 
Done par le theoreme de Bayes on calcule la 

probability a posteriori P(M 3 /D): 

f d P(M j )P(D/M ] ) °’ 0465 


4) Lois des tiraaes probabilistes 
Assez souvent on est amene dans la pratique a 
effectuer des tirages probabilistes (au 
hasard) dans une population pour en extraire 
des echantillons (Sondages, Enquetes, 
Controle, ...). 

Supposons qu'on a une population de N 
individus repartis en k categories de tailles 
respectives N lf N 2 , ... et N k avec, 


On pose Pi =N|/N la proportion des individus de 
la i® me categorie dans la population. 

Si on choisit au hasard n individus dans la 
population, on cherche a calculer la probability 
d'avoir un echantillon constitue de : nj 

individus de la categorie 1, n 2 de la categorie 
2, ... et n k de la categorie k avec, jr = n. 

Le calcul de cette probability, que Ton note 
P(n lf n 2 , ... , n k ), depend du mode de tirage et 
de I'ordre des individus. Ainsi on a 


a) Tirage avec remise et avec ordre 

Si on designe par E la population des N 


b) Tirage sans remise et avec ordre 

individus, alors I'espace fondamental 


Q 2 = I'ensemble de tous les n-echantillons 

associe a cette experience aleatoire est egal 


ordonnes et sans repetition. 

a I'ensemble de tous les n-echantillons 


On a, card(n 2 )=A^ et la loi de probability 

ordonnes et avec repetition. 

On a n 1 =E n , card(Q 1 ) = N n et la loi de 


sur n 2 est uniforme. D'ou : 

probability sur Oi est uniforme. D'ou : 


A"J xAl 2 x ...xAl k 
P (n n n ) - N] Nl Nk 

, N*‘xN?x...xN? 

P,(n ,, ..., n k ) = — — 

7 7 2 k N n 

*=p?xp?x...xp*. 


r 2 \ n n n 2-> •••’ n k> An 

A n 



30 
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c) Tirage sans remise et sans ordre 


Remarques : 

n 3 = I'ensemble de tous les n-echantillons 


i) Ce tirage est equivalant au tirage des n 

non ordonnes et sans repetition ou bien (les 
parties de E ayant n elements). 


individus simultanement. 

ii) Dans le cas particulier ou k=2, on a : 

On a, card(n 3 )= C# et la loi de probabilite 


sur n 3 est uniforme. D'ou : 


C xQ 



P 3 (n„n 2 ) = 1 2 . 



C" 

Q xQ x...xQ 


C'est la loi hypergeometrique. 

P 3 (n„n 2 ,...,n k )= 1 2 

'-'N 


32 


d) Tirage avec remise et sans ordre 


Ainsi, a chaque n-echantillon de n 4 on associe 

n 4 = I'ensemble de tous les n-echantillons non 


tous les n-echantillons de Oi qui le realisent. 

ordonnes et avec repetition. 


Or, on a autant de ces n-echantillons que de 

On a, card(n 4 ) = K" et la loi de probabilite 


permutations avec repetition de n individus 

sur n 4 n'est pas uniforme. 


dont n x de la categorie 1, n 2 de la categorie 2, 

Dans ce cas on se ramene a I'utilisation de la 


... et n k de la categorie k, c.a.d 

loi de probabilite uniforme sur (espace 


p„(n,, n 2 , . . ., n k ) = — 

associe a la meme experience 'tirage avec 


" 7 2 n.j \xn 2 )x...xn k \ 

remise') pour calculer les probabilites des 


et chacun de ces n-echantillons de Oj a une 

evenements elementaires de n 4 . 


probabilite egale a />(n 7 , n 2 , n k ) * 




D'ou : 


P 4 (n 1 ,n 2 ,...,n k ) = 


n 2 ,..., n k ) y.P 1 (n 1 ,n 2 , .. 




C'est la loi multinomiale. 


Remarque : Si k=2, on a la loi binomiale. 

/jl 

PMi, n 2 ) = — — - X p/ X p 2 = c; 
npxnp 

X 

X 

8 
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Chapitre 3 

Variables aleatoires 


I) Generalities 

Introduction 

Generalement I'espace fondamental associe a 
une experience aleatoire est un ensemble 
"abstrait", sur lequel on ne peut pas effectuer 
des operations et faire des comparaisons. 
D'ou il est interessant de pouvoir passer d’un 
espace fondamental queiconque a I’ensemble 
R des nombres reels. Ce passage est assure 
par les variables aleatoires. 2 


Definition 1: 

Soit (n, A, P) un espace probabilise. On 
appelle variable aleatoire sur Q toute 
application X de n dans R. 

X : Q .R 

»• * X(a>)=*. 

On note: D x = X(n)={x=X(a>) eR: co e n>; 
I’ensemble de toutes les realisations possibles 
de X. 

On dit qu’une variable aleatoire X est 
discrete (v.a.d.) si D x est fini ou infini 
denombrable. 


On dit qu'une variable aleatoire X est 
continue (v.a.c.) si D x est infini non 
denombrable (R ou un intervalle de R). 

Remarque : Sur un meme espace 

fondamental on peut definir plusieurs 
variables aleatoires selon les objectifs de 
I'experience aleatoire. 

Exemple: On lance deux fois un de equilibre. 

O={co=(i, j): 1 <i<6 et 1 <j<6 > 

(card(Q)=36). 

X (co)=X (i, j)=i+j, VcoeO, 

D x ={neN : 2 <n<12> (card(D x ) = ll). 


«■ Pour toute partie I de D x , on note X _1 (I) 
I'evenement de Q defini par. 

X" 1 (I)={roeO : X(co)eI> (Image reciproque de I). 
Ainsi: 

■ Pour I={x> on a X- 1 (I)={coen : X(ra)=x>. 

■ Pour I=[a,b] on a, 

X _1 ([a, b])={toen : a<X(ra)< b>. 

Exemple: Pour I'exemple precedent. 

Si, I={4> alors, X-i(I)={(l, 3); (3, 1); (2, 2)>. 


Definition 2: 

Soient (n, A, P) un espace probabilise, X une 
variable aleatoire sur n et A x une tribu de parties 
de D x . On appelle loi de probabilite de X, 
I'application P x definie par: 

P x : A x .[0 , 1] 

!t> .P x (I) = P[X-’(I)l. 

On montre que P x est une loi de probabilite sur D x . 
Ainsi on a un espace probabilise (D x , A x , P x ). 

En particulier, pourxeD x on a: 

PxM =P[X _1 (x)]. = P{ 0 ) e Q: X(cd)=x>. . 
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II) Variables aleatoires discretes 

1) Loi de probability d'une v.a.d. 

Soient (Q, A, P) un espace probabilise et X 
une v.a.d. sur n. 

La loi de probability de X est definie comme 
une application de D x dans [0, 1] par: 

P x : D x . [0 , 1] 

* . . P x U) = P[{ W en : X(to)=jr}] 

= P[X- 1 (*)]. 


On peut presenter la loi de probability d'une 
v.a.d. X comme un ensemble de couples, 
{Ui,Pi): x, e D x >, oil Pi= P(x,) et tels que : 

I Pi=l. 

x,eD x 


Si D x est fini (card D x =n), on peut presenter 
la loi de probability de X par un tableau: 


Xj e D x 

X, 






Pi-PW 

Pi 

P2 


Pi 


Pn 


Exemple: On lance deux fois un de equilibre. 
n={co=(i, j): 1 <i<6 et 1 <j<6 > 

(card(n)=36). 

f i si i > j 

X(a))=Sup(i, j)= s i j>( , VtoeO. 


D x = { 1 ; 2; 3; 4; 5; 6>, (card(D x )=6). 

La loi de probability de X est donnee par : 


x t e D x 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Pi-PW 

1/36 

3/36 

5/36 

7/36 

9/36 

11/36 


2) Fonction de repartition d'une v.a.d. 
Definition: 

Soit X une v.a.d. sur n. On appelle fonction 
de repartition de X I' application, F x (ou F) de 
R dans [0, 1], definie par: 

F x : R . [0, 1] 

*. F x (x)=P[X<x]. 

= ZP(X=x t ). 

Xi^D x : 


Proprietes : 


Exemple: On determine la fonction de 

La fonction de repartition F d'une v.a. X 


repartition de la v.a.d. X(co)=Sup(i,j) 
(I'exemple precedent) et on trace sa 

verifie les proprietes suivantes : 


representation graphique. VjeR, ona: 

i) Par definition on a , 0< F(*) <1, V* eR. 



n 

ii) lim F{x^ — 0. 



P(l) + P(2) = 4/36 si 2 <x< 3 




P(l) + P(2) + P(3) = 9/36 si 3 <x< 4 

Mi ) lim Fix) — 1. 



P(l) + ...+ P(4) = 16 / 36 si4<x<5 

iv) F est croissante, c.a.d., si x < y alors 



P(l) + ...+ P(5) =25/36 si 5 <x< 6 

F(x) < F(>). 



P(l) + ...+ P(6)=l si 6 <x. 
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3) Caracteristiques d'une v.a.d. 
a) Esperance mathematique : 

Si X est une v.a.d. de loi de probability, 
{(*„ Pi): x , m D x >, alors I'esperance 

mathematique de X, que Ton note E(X), est le 
nombre reel donne par : 

E(X)= Ex,xP(I=i.)= Y,Pi*x i . 

XigD x Xi<=D x 


Proprietes : 


b) Variance et ecart-type : 

Si X est une v.a.d. de loi de probability. 

i) On a toujours: infix,) < E(X)< supfxj 


{(*„ Pi): x, e D x > et d'esperance E(X), alors la 

ii) Soient X et Y deux v.a., a et b deux 


variance de X que Ton note V(X) est le 

nombres reels, alors on a: 


nombre reel Dositif donne Dar : 

E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y) 


V(X)= Ea x { x i _ E(X)) 2 . 

iii) Si/est une fonction de D x dans R, alors, 


x l eD X 

Et I'ecart-type de X que I'on note ct x (ou o) est 

£[/(*)] = E/U,) x P(x = Xi ). 


donne par: , 

f T x =JV(X ). 


Proprietes : 


Exemple: On calcule I'esperance et I'ecart 

i) On montre que V(X) s'ecrit : 


type de la v.a.d. X(ro)=Sup(i,j) ( I'exemple 

V(X)=[ Zp,><Xl-\E(X)f 


precedent). 

= e(x 2 )-(e< < x)) 2 . 


E(X) = '£p i xx i = 4,472. 

ii) V(X)=0 si et seulement si, x,=E(X) V x,e D x , 


‘ 6 



V(X) = [Jp,.xxf]-[£(X)] 2 

c.a.d. la variable aleatoire X est constante. 



iii) Si a et b sont 2 nombres reels, alors on a: 


= 21,972 - (4,472) 2 = 1,97. 

V(aX+b)=a 2 V(X) et a (aX+b) = | a | a x 


a x = -JV(X) = Jl97 = 1,403. 
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Definition: 


d) Inegalite de Bienayme-Tchebychev (I.B.T) 

Une v.a. X est dite centree si E(X)=0 et elle 



est reduite si V(X) = l(ou a x =1). 


Theoreme: Soit X une v.a. d'esperance E(X) et 

Pour toute v.a. X d'esperance E(X)*0 et d'ecart 


d'ecart type o x *0, alors pour tout reel e>0, on 

type a x *1, on definit la v.a. Y centree et 


C\x-E(X-)\ 7 

reduite correspondante par : 



Y=(X-E(X))/ ct x . 


L ) £2 

Ou bien, 2 

Pi\X-E{X)\> £ )<^. 


Interpretation : 


iii) L'l.B.T montre que pour les v.a. on ne peut 

i) L'l.B.T permet de calculer un majorant de la 


pas avoir simultanement une grande precision 

probability pour que I'ecart absolu entre la v.a. 


sur les valeurs avec une grande certitude (ou 

X et son esperance soit superieur a axe. 


probability), c.a.d. si on cherche a augmenter 

(\X-E{X)\ > /. | \ 1 


la precision on diminue la certitude et 

P '>e\ = P\\x E(X)\>cte)< . 

V a J E 


inversement. 

ii) L'l.B.T permet de calculer un minorant de la 
probability pour que I'ecart absolu entre la v.a. 


Exemple: 

Pour I'exemple precedent, on a E(X)=4,472 et 

X et son esperance soit inferieur a axe. 


a=l,403 (a 2 = l,97). 

P^x £(x) . < £ j = p(^x - E{X) | < CT e)>l — 


* 


i) Si on prend e=l,5, on a: 


ii) Si on prend e=2, on a : 

P(|X - 4,472 > 1,5) < — 7 - = 0,875 et 
^ ' ( 1,5 ) 2 


p(\x-4,472\>2)^~- = 0,493 et 

P(jx - 4,472 < 1,5) >1- 0,875 = 0,125. 


P(jx - 4,472 < 2) > 1 - 0,493 = 0,507. 

On a remarque que: 


On a remarque que : 
p(jx-4,472|> 2) = 0,1111 

P(JX-4,472|> 1,5) =0,4167 


et 


et 

P(JX -4,472 < 1,5)= 0,5833. 


P(JX - 4,472| < 2) = 0,8889. 
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4) Couple de variables aleatoires 
Soient X et Y deux v.a.d. sur un meme espace 
fondamental Q, le couple aleatoire (X,Y) est 
une application de n dans R 2 . 

(X,Y) : Q . R 2 

#!** ► (X(o)),Y(to)) = (jr,y) 

On note: 

DxY={Uy) e R 2 : x e D x et y m D y > = D x xD Y ; 
I'ensemble de toutes les realisations possibles 
du couple aletoire (X,Y). Ou D x et D Y sont les 
domaines respectifs de X et de Y. 25 


a) Loi conjointe : 

La loi de probability du couple aleatoire (X,Y) 
est appelee loi conjointe de X et de Y. Cette loi 
est definie de D XY dans [0, 1] par: 

Pour tout (x,;y)eD XY , 

P(*y)=P(X=* et Y=y) = P({X=* }n{Y=y» 
Avec, 

I I l P(x,y)=l. 

xeD x ysDy 


Remarque : 

Si D x et D y sont finis et de cardinaux respectifs 
m et n, alors on peut donner la loi conjointe: 
«• soit par un ensemble de mxn triples 
(xi,y Jr Pij) tels que: 
x, e D x , yj e D Y , Pij = P(x, , yj ) et 

«■ soit par un tableau de contingence 



Exercice: Dans une urne il y a des boules de 
meme couleur dont % portent le numero 1 
et V4 portent le numero 0. On tire 2 boules 
avec remise et on pose: 

X= "le produit des 2 numeros obtenus" 

Y="la somme des 2 numeros obtenus" 
Determiner la loi conjointe du couple (X,Y). 
Solution: On a d'abord, 

D x ={0, 1} et D y ={0, 1, 2} 


D xy ={(0,0); (0,1); (0,2); (1,0); (1,1); (1,2)} 

Card(D XY )=2x3=6 

P(0,0)=P(X=0 et Y=0)=l/16. 

P(0,1)=P(X=0 et Y=l)=6/16. 

P(0,2)=P(X=0 et Y=2)=0 (impossible). 
P(1,0)=P(X=1 et Y=0)=0 (impossible). 
P(1,1)=P(X=1 et Y=1)=0 (impossible). 
P(1,2)=P(X=1 et Y=2)=9/16. 
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Tableau de contingence 


\ y } e D y 

0 

1 

2 

Loi marginale 
deX 

0 

1/16 

6/16 

0 

7/16 

1 

0 

0 

9/16 

9/16 

Loi marginale 





de Y 

1/16 

6/16 

9/16 

1 


b) Lois marginales : 

La loi marginale est la loi de probability de 
chacune des deux variables. Ainsi pour un 
couple aleatoire (X,Y), on determine les deux 
lois marginales a partir de la loi conjointe par: 
Pour tout.: eD x , P ( X = x) = £ P(x, y). 

ysD r 

<*■ Pour tout y eDy, P(Y = y) = ^P(x, j)- 


c) Lois conditionnelles : 

Lorsqu'on fixe une valeur d'une variable du 
couple aleatoire (X,Y), on determine une loi 
conditionnelle de I'autre variable. Ainsi on a: 


Exemple: Dans I'exemple precedent, 

«■ si on fixe y =1, alors la loi conditionnelle de 
X sachant que Y=l, est donnee par: 

Si on fixe y eD v , alors pour tout * eD x , 


P(X=0/Y=1) = 1 et P(X=1/Y=1)=0. 

P{X=x/Y=y)= . 

P(Y = y) 


«■ si on fixe x =0, alors la loi conditionnelle de 
Y sachant que X=0, est donnee par: 

Si on fixe x eD X( alors pour tout y eD v , 


P(Y=0/X=0) = l/7 ; P(Y=l/X=0)=6/7 

p(y= x /x=x)= p(x ’ y) . 

P(X=x ) 


et P(Y=2/X=0)=0. 


d) Independance entre deux variables : 


5) Caracteristiques d'un couple aleatoire 

Deux variables X et Y sont indeoendantes si. 


a) Caracteristiques marginales : 

pour tout x eD x et tout y eD v on a: 


Ce sont I'esperance et la variance marginales 

P(X=x/Y=y) = P(X=^) OU P(Y=y/X=x) = P(Y =y) . 


de chacune des deux variables, calculees a 
partir de la loi marginale correspondante. 

Ce qui est equivalent a: 


Ainsi on a: 

P(X=x, Y=y) = P(X=x)xP(Y =y). 


E[X)= ^xP(X=x)= S ZxP(x,y). 

Remarque: Pour montrer que X et Y ne sont 


x&D x x<=D x yeDy 

pas independantes, il suffit de trouver un seul 


V(X)= Xl*-E(X)VP(X = x) 

couple ( x,y ) tel que: 


* e ° X 

P(X=x, Y=y) * P(X=x)xP(Y=y). 


= z Z [x-E(X)YP(x,y). 36 


Chapitre 3 


6 


S. BENHMIDA 


Calcul des probability 


b) Caracteristiques conditionnelles : 


Remarque: Si card(D x )=m et card(D Y ) = n, 

Ce sont les esperances et les variances 


alors on a n moyennes et n variances 


conditionnelles de X, ainsi que m moyennes 

conditionnelles de chacune des deux 


et m variances conditionnelles de Y. 

variables, calculees a partir des lois 
conditionnelles correspondantes. Ainsi on : 

E(X/Y = y)= J jX P{X = x/Y = y) = X x ^’ y \ 


c) Relations entre caracteristiques marginales 
conditionnelles 

P(Y = y) 


On montre que : 

V(X/Y = y)= '£[x-E(X/Y = y)fP(X = x/Y = y ) 


£(*)= JJ>(Y = y)E(XIY = y) 

= X [x-E(XlY = yW^l±- 


E(Y) — J j P( < X=x)E(YIX = x). 

P(Y = y) 


xe ° X 


V(X)= ^P(Y = y)V(X/Y = y) 

y<=-Dy 


Exemple: D'apres I'exemple precedent on a, 

+ ZP(Y = y)[E(X/Y = y)-E(X)Y. 

ysDy 


7 9 9 

E(X) = 0 x — + 7x . 

16 16 16 

V(Y)= X p (X =x)V(Y/X =x) 


E(X/Y=0) = 0x 1 -^- + 1x0 = 0. 
1/16 

+ X P(X = x)[E(Y IX=x)- £(F)] 2 . 


E(X/Y = l) = 0x 6 ^ + 1x0 = 0. 

6/16 

E{X /Y = 2) =0x0 + 1 . 

9116 

16 9 9 

E^X') = —— x.O+ — xO + — xl = 

16 16 16 16 40 

On dit que la variance marginale est egale a la 
somme de I'esperance des variances 
conditionnelles et la variance des esperances 
conditionnelles 39 



V(X)= £x 2 P(X=x)-[£(X)] 2 


d) Esperance d'une fonction de (X,Y) 

= 9/16 ~(9/16) 2 = — =0,2461 


Soit /une fonction de R 2 dans R, I'esperance 
de la v.a/(X,Y) est donnee par: 

V(X/Y=0)=0. V(X/Y = 1)=0. 


E[f(X,Y)]= X T,f(x,y)P(x,y). 

xi=D x yeZy 

V(X/Y=2)=0. 


e) Covariance 

V(X) = 0+I^-x[E(X)] 2 + -^x[E(X)] 2 

[70 16 


Definition : 

La covariance entre deux v.a.d X et Y est le 
nombre reel donne par: 

9 1 63 

+ —x[l- E(XW > = = 0,2461. 

16 J 16* 


Cov(X,Y)= X ZU-^)]x[Y-^)my). 

*&H y^Oy 42 
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Proprietes : 

i) La covariance entre X et Y se calcule par : 
Cov(Z,7) = [S I^P(x,y)]-[£(X)£(F)] 

xt=D x y<= Dy 

= [E(XY)]-[E(X)E(Y)]. 


Remarque: II se peut que Cov(X,Y)=0, sans 
que X et Y soient independantes, car 
Cov(X,Y)=0 est une condition necessaire pour 
I'independance mais elle n'est pas suffisante. 
f) Variance de la somme de deux v.a. 


Soient X et Y deux v.a., alors pour a et b deux 

ii) Soient a, b, c et d 4 nombres reels, alors 


nombres reels, on a: 

° na: Cov(aX+b,cY + d) = acCov(X,Y). 


V(aX+bY)= a 2 V(X)+b 2 V(Y)+2abCov(X,Y). 



En particulier on a: 

iii) Si X et Y sont independantes on a: 


V(X+Y)= V(X)+V(Y) + 2Cov(X,Y). 

E(XY) = E(X)E(Y), done Cov(X,Y)=0 


V(X-Y)= V(X)+V(Y)-2Cov(X,Y). 


Remarque: Si X et Y sont independantes, 


c) Moments d'une v.a.d. : 

alors Cov(X,Y)=0 et par consequent on a: 


Soient X une v.a.d. de loi de probability. 

V(X+Y)= V(X-Y)= V(X)+V(Y). 


{fo, P[): x, g D x > et r un entier>0, on 
distingue deux types de moments de X : 

Exemple: on calcule la covariance de X et Y 


i) Les moments (ou moments non centres) 

dans I'exemple precedent. 


d'ordre r, notes m r (X) et donnes par : 

Cov(X,Y ) = [£ £xyP(x, y)]-[E(X)E(Y)] 


m r (X) = E[X r ]= 2X x p t . 
ii) Les moments centres d'ordre r, notes n r (X) 

x=0y=0 


r1 ~ , 9 5 9 


et donnes par : 

= [ix2x— ]-[— x— ] = — . 


H r {X) = E[{X - E(X)J] = EU - E(X)) r x p.. 

46 


x,sD x « 


Remarques: On a, 

i) E(X)= mi (X). 

ii) V(X) = n 2 (X) = m 2 (X) - [ mi (X)]2. 
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Chapitre 4 

Lois de probabilites discretes 
usuelles 


Introduction 

Assez souvent on rencontre dans la pratique des 
experiences aleatoires qui ont deux resultats 
possibles (oui ou non; defectueux ou normal; 

Ces experiences peuvent etre repetees un 
certain nombre de fois, independantes ou 
dependantes entre elles 

On considere aussi des experiences aleatoires 
relatives aux evenements rares. 

L'etude de ces experiences se fait par, la 
definition des variables aleatoires 
correspondantes et la determination de leurs 
lois de probabilites et leurs proprietes. 


1) Loi uniforme 

Soit X une v.a.d qui a n valeurs possibles 
c.a.d. D x ={^, x 2 , .... x„}, on dit que la loi de 
probability de X est uniforme si, 

Pour tout x, eD x , on a: P(*,) = l/n. 

2) Loi de Bernoulli 

Soit A un evenement de probability p=P(A) 
connue, on definit la variable aleatoire X 
associee a la realisation ou non de A, par: 

X=1 si A est realise (succes) et 

X= 0 sinon (echec) 


On a done : D x ={0, 1>, P(X=l) = P(A) = p et 
P(X=0)= l-p=q. 

On dit alors que la v.a. X suit une loi de 
Bernoulli de parametre p, et on note X~ B(p). 
On montre que: E(X) =p et V(X)=p(l-p) = pq. 
Exemple: Un lot de pieces mecaniques 

contient 5% de pieces defectueuses. On tire 
au hasard une piece dans ce lot et on definit la 
v.a.d. X par: 

0 si la piece est defectueuse 

1 si la piece est normale 
p=P(avoir une piece normale)=0,95 et q=0,05. 


On a done, X~ B(0,95). 

E(X) = p=0,95 et VX)=0, 95x0, 05=0, 0475. 

<j x **40,0475 *0,218. 

Utilisation de la loi de Bernoulli 
On utilise la loi de Bernoulli pour les v.a 
associees a des experiences aleatoires qui 
n'ont que deux issus: 

Succes avec une probability p. 

Echec avec une probability l-p=q. 

Ces experiences sont dites de Bernoulli ou 
bernoulliennes . 


3) Loi binomiale 

Soit A un evenement de probability p=P(A) 
connue et n un entier*0. 

On considere I'experience aleatoire qui 
consiste a effectuer n experiences 
aleatoires independantes de Bernoulli 
associees a I'evenement A. 

Soit X la variable aleatoire associee au 
nombre de realisations de A, au cours des 
n experiences. 

X est une v.a.d. telle que: 
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D x ={0, 1, 2, n> et pour tout keD x on a, 

P(X =k) = C*p k q n ~ k . 

On dit alors que la v.a. X suit une loi Binomiale 
de parametres n et p, et on note X~ B(n, p). 

Remarques: 

i) Si n = l on retrouve B(l, p)= B(p). 

ii) Si on definit n v.a X lf X 2 , X n de Bernoulli 
independantes par: 

^ J 1 si A est realise d l' experience i 

[ 0 sinon 


alors on verifie que la v.a. X s'ecrit comme une 
somme des X,: 

X=X ] +X 2 + ...+ X n = |x-. 
Ou, pour tout i, Xi~ B(p). 

Proprietes: 

1) D'apres le resultats ii) de la remarque 
precedente, on montre que: 

E(X) =np et V(X)=np(l-p)=npq. 

2) Si X et Y sont deux variables aleatoires 
independantes de lois respectivement B(n,p) 
et B(m,p), alors la variable aleatoire Z=X+Y 
suit aussi une loi binomiale B(n+m,p). 


Exercice: Un lot de pieces mecaniques contient 
5% de pieces defectueuses. On tire au hasard 
7 pieces avec remise dans ce lot. 

Calculer la probabilite d'avoir 2 pieces 

defectueuses parmi les 7 pieces tirees. 
Solution : Soit A I'evenement "avoir une piece 
defectueuse lors d'un tirage", d'ou, 

P(A)=p=0,05. 

Tirer 7 pieces avec remise revient a effectuer 
7 experiences de Bernoulli independantes. 

Soit X la v.a. associee au nombre de pieces 
defectueuses parmi les 7 pieces tirees. D'ou, 
X~ B(7; 0,05). 


Done, D x ={0, 1, 2, ..., 7} et pour tout keD x 
on a, p(x =k) = C k 7 0,05 k 0,95 7 ~ k . 

On calcule alors: 

P(X = 2 ) = C 7 0,05 2 0,95 5 « 0,041 


Utilisation de la loi binomiale 
On utilise cette loi dans la pratique pour 
calculer la probabilite d'avoir k succes dans n 
experiences de Bernoulli repetees 
independamment les une des autres, quand la 
probabilite de succes p est connue. 

La probabilite d'echec est done q = l-p. 


4) Loi hypergeometrique 

Soit une population de taille N, que I'on partage 
en deux categories selon que les individus 
possedent (ou verifient) une certaine propriete 
A ou non. 

Si on pose, 

N^nombre d'individus ayant A. 

l\l 2 =nombre d'individus n'ayant pas A. 

On a N=Ni+N 2 

Si on tire au hasard un individu de la population, 
on a: 

P(avoir un individu ayant A)=Ni/N=p 


Soit n un entier (0<n<N). On considere 
I'experience aleatoire qui consiste a tirer au 
hasard et sans remise n individus parmi les N. 
Soit X la variable aleatoire associee au nombre 
d'individus ayant A, parmi les n tires. Alors : 

D x ={ keN: sup(0; n-N 2 ) <k< inf(n; N/)} 

et pour tout keD x on a, 
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On dit alors que la v.a. X suit une loi 
hypergeometrique de parametres N, n et p. 

On not eX~H(N;n;p). 

On montre que: 

N-n 

E(X) =np et V(X) = npqx . 

N —1 

Remarques: 

i) On peut ecrire X comme une somme de n v.a. 
de Bernoulli de parametre p et dependantes 

ii) si X~ B(n; p) et Y~ H(N; n; p) on a: 

E(X)=E(Y), mais, 

V(Y) < V(X), car le rapport (N-n)/(N-l) <1. 


Approximation d'une loi hypergeometrique par 
une loi binomiale 

On montre que lorsque N tend vers I'infini, la 
loi hypergeometrique H(N; n; p) converge vers 
la loi binomiale B(n; p). 

lim H(N;n\ p) = B(rv, p). 

Dans la pratique on utilise I'approximation 
d'une loi hypergeometrique par une loi 
binomiale des que le taux de sondage n/N est 
inferieur a 0,1 (ou 10%). C'est-a-dire, 

si n/N < 0,1 on a H(N; n; p) s B(n; p). 


Exercice: On sait que 4% d'une population de 
1000 personnes ont une maladie M. On choisit 
au hasard et sans remise un echantillon de 10 
personnes dans cette population. 

Calculer la probability d'avoir une seule 
personne malade dans I'echantillon. 

Solution : 

On a, N = 1000 et p=0,04, done N 1 =pN=40 et 
N 2 =N-N 1 =960. 

Soit X la v.a. associee au nombre de 
personnes malades parmi les 10 choisies. 
D'ou, X~ H(1000; 10; 0,04). 


Done, 

D x ={keN: sup(0; 10-960) < k < inf(10; 40)> 
D x ={keN: 0 < k < 10} 
et pour tout keD x on a, 

P(X=fc) = C ”* f”‘ . 

^ 1000 

i) Avec la loi exacte de X on a: 

P(X =1 ) = 040 X f 960 * 0,2791. 

Ciooo 


ii) Le taux de sondage 10/1000=0, 01<0,1, 
done on peut utiliser I'approximation d'une loi 
hypergeometrique par une loi binomiale . 
1-1(1000; 10; 0,04) k B(10; 0,04). 

D'ou, on calcule une valeur approchee de 
P(x=l), par: 

P(X —T) — C'/J/M'O^O 9 « 0,2770 
Remarque: 

Plus le taux de sondage n/N est faible plus 
I'approximation est meilleure. 


5) Loi de Poisson 

Soit un nombre reel X>0, on dit qu'une v.a. X 
suit une loi de Poisson de parametre X, et on 
note X~ P(.X), si: 


D X =N (ensemble des entiers naturels) et pour 
tout keN, on a, 

P( x=k) = e xA . 

k\ 


En statistique , la loi de Poisson de parametre A , ou loi des 
evenements rares, correspond au modele suivant: 

Sur une periode T, un evenement arrive en moyenne \ fois. 
On appelle X la v.a determinant le nombre de fois ou 
I'evenement se produit dans la periode T. X prend des valeurs 
entieres : 0, 1, 2, ... 
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On montre que: 

E(X)=V(X)= X, done cr x =VX. 

Remarque: 

Le parametre X peut s'interpreter comme le 
nombre (ou le taux) moyen d'observer un 
certain evenement de probability tres faible 
(evenement rare). 

Proprietes: 

i) Soient X 1( X 2 , X n , n v.a mutuellement 
independantes, telles que pour tout i, Xi~ P[X |) 
Alors la v.a Y= X x + X 2 + ...+ X n suit une loi de 
Poisson de parametre X = >-!+ X 2 + ...+ 


ii) Soient X une v.a.d. qui suit une loi de 
Poisson de parametre X et Y une v.a.d. dont la 
loi conditionnelle est binomiale, c.a.d., 

( Y/X = n) ~ B(n, p) ou neN et p e ]0 , 1[. 
Alors la loi de Y (loi marginale) est une loi de 
Poisson de parametre Xp. 

Utilisation de la loi de Poisson 
Dans la pratique on utilise la loi de Poisson 
pour etudier le nombre d'apparitions d'un 
evenement rare pendant une periode donnee 
(I'arrivee d'un client a un guichet, panne d'une 
machine, appel telephonique, ...). Pour cela on 
fait les hypotheses suivantes: 


i) II existe un reel X>0, tel que au cours d'un 
intervalle de temps At suffisamment petit, la 
probability d'avoir I'evenement une seule fois 
est approximativement egale a XAt. 

ii) La probability d'avoir au moins deux 
evenements au cours de At est presque nulle. 

iii) Si on considere des intervalles de temps 
differents, alors le nombre de realisations 
dans un intervalle est independant des 
nombres de realisations dans les autres 
intervalles. 


Sous ces hypotheses on montre que la v.a.d. X 
associee au nombre de realisations de 
I'evenement dans I'intervalle de temps [0, t], 
suit une loi de Poisson de parametre kt. 

D'oii, E(X)= Xt est le nombre moyen de 
realisations de I'evenement pendant le temps t. 
Ainsi, si on prend t=l, on a, E(X)= X est le 
nombre moyen de realisations de I'evenement 
par unite de temps. 


Exercice: Le nombre de pannes d'une machine 
sur une periode donnee suit une loi de 
Poisson. Sachant qu'en moyenne la machine 
fait 2 pannes par trimestre. 

1) Calculer la probability de n'avoir aucune 
panne a un mois donne. 

2) Calculer la probability d'avoir 4 pannes 
pendant une annee. 

Solution : Si I'unite de temps est le trimestre. 
Soient les v.a. X, Y et Z associees 
respectivement au nombre de pannes de la 
machine pendant, un trimestre, un mois et 
une annee. Done, 


X~ P( 2); Y~ P( 2/3) et Z~ P(2x4)= P(8). 


1 ) 


P(Y =0) = 


e~ (2l3) x (2/3)° 
0 ! 


= e~ (2/3) =0,513. 


2 ) 


P(Z = 4) = 


e~ 8 x8 4 


4\ 


« 0,0573. 
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Approximation d'une loi binomiale par une loi 
de Poisson 

On montre que lorsque n tend vers I'infini, p 
tend vers 0 et np tend vers X>0, alors la loi 
binomiale B(n; p) converge vers la loi de 
Poisson P(X). 

Si lim np = A alors lim B(ji\ p) = P(X). 


Dans la pratique on utilise I'approximation 
d'une loi binomiale par une loi Poisson quand n 
est grand (n>50) et p est petit (p<0,l). Ainsi, 
si n>50 et p<0,l; on a, B(n; p) « P(np). 


Exercice: A I'entree d'une station de train un 
marchand de journaux remarque qu'entre 8 h 
et 9 h en moyenne, une personne sur 10 achete 
un journal. 

Sachant qu'ils passent 120 personnes entre 8 h 
et 9 h , et soit X la v.a. definie par : 

X = « nombre de journaux vendus pendant 
cette periode ». 

1) Indiquer la loi de probability exacte de X. 

2) Par quelle loi peut-on approcher la loi de X 

3) Calculer P(X = 15) par la loi exacte puis par 
la loi approximative. 


Solution; 


Par la loi approximative on a: 

1) Les personnes achetent les journaux 


P(X = 15) « Xl2 « 0,07239. 

independamment les unes des autres. Done 


15! 

d’apres la definition de X on a: 


Remarques: 

X~B(120; 0,1). 


i) Plus n est grand et p est petit plus 

2) On a n=120>50 et p=0,l<0,l; done on 


I'approximation est meilleure. 

peut utiliser I'approximation d'une loi 
binomiale par une loi Poisson; 


ii) Si on a n>50 et p>0,9; alors q = l-p<0,l. 
Done, on considere la v.a. Y=n-X ~B(n; q). 

B(120; 0,1) ~ P(120x0,l) =P(12). 


On applique I'approximation a Y: 

3) Par la loi exacte on a: 


B(n; q) ~ P(nq) 

P(X = 75 ) =C I I 5 20 (0,1) 15 (0,9) 105 « 0,0742 


P(X=k) = P(n-Y=k)=P(Y=n-k)R!e" nt i(nq) n ‘ k /(n-k)! 


6) Loi binomiale negative (ou de Pascal) 


D x ={keAf : k>m> et pour tout keD x on a, 

Soit A un evenement de probability p=P(A) 
connue et m un entier^O. 


p(x=k)=c; t : 1 1 p m q k - m . 

On considere I'experience aleatoire qui 
consiste a effectuer des experiences 
aleatoires independantes de Bernoulli 

associees a A, jusqu'a avoir m fois 
I'evenement A. 


On dit alors aue la v.a. X suit une loi Binomiale 
neaative ou de Pascal de Darametres m et d. 
et on note X~ G(m, p). 

On montre que : 

Soit X la variable aleatoire associee au 
nombre d'experiences necessaires pour 
avoir m fois I'evenement A. 

X est une v.a.d. telle que: 


E(X) = — et V{X) = r ^~, 
P P 2 

. 4m 

done cr x = 

P 
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Cas particulier ( la loi geometrique) 

Si on prend m = l, alors: 

X= "nombre d'experiences necessaires pour 
avoir I'evenement A pour la l 6re fois" 

D x ={k e/V : k>l> = N* et pour tout keD x on 


P(X=k) = pq k % 


On dit alors que. X suit une loi geometrique de 
parametres p, et on note X~ G(l, p)=G(p). 

On verifie q£ie : q Jq 

E(X') = —\ V(X) = ^ et o- x 


Exercice: Une urne contient une proportion p = 
3/5 de boules blanches et une proportion q=l-p 
de boules noires. 

On considere un tirage avec remise et on pose X 
: « le nombre de tirages necessaires pour avoir 
une boule blanche » et Y : « le nombre de 
tirages necessaires pour avoir 3 boules 
blanches ». 

1) Quelle est la loi de X ? Calculer P(X=2). 

2) Quelle est la loi de Y ? Calculer P(Y=5). 
Solution : On a p=3/5=0,6 et q=0,4. 

Le tirage etant avec remise, done les tirages 
successifs sont independants. 


D'ou, d'apres les definitions de X et Y on a: 

1) X~ G(0,6). D x = N* et pour tout keD x , 

P(X=k)=0,6x(0,4) k ' 1 
Done, P(X=2)=0,6x(0,4) 1 =0,24. 

2) Y~ G(3; 0,6), (m=3), 

D v ={k eN : k>3> et pour tout keD x , 

P(Y = k) = «),4) k -\ 

Done, 

P(Y = 5 ) = C 2 4 (0,6) 3 (0,4) 2 * 0,2074. 
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Chapitre 5 


Lois de probabilites continues 
et lois usuelles 


Soit X une v.a.c., par la suite on note D x 
I'ensemble des valeurs possibles de X. D x 
peut etre R tout entier, un intervalle de R 
([a, b]; ]a, b];...) ou la reunion de quelques 
intervalles de R. 

I) Densite de probabilite et fonction de 
repartition d'une v.a.c. 

1) Densite de probabilite 
Definition: Soit X une v.a.c., on appelle densite 
de probabilite (ou densite) de X, une 
fonction/, de R dans R, telle que: 

®-/e st positive ou nulle. f f(x)>0 six&D x 
[ 0 sinon 


Ainsi on i 

i) Pour to 

ii) Pour a 

P{a<X 

i: 

Ut x e D x , P(X=x) = 0 
et b dans D x , 

' <b) = P{a<X <b) = \ h a f(x)dx. 

fix) 

= P(a <X <b) 




Introduction 

On rencontre dans la pratique des phenomenes 
aleatoires dont les variables aleatoires associees 
peuvent prendre toute valeur de R ou d'un 
intervalle de R. (Revenus, Tailles, poids, ...). 

Done les ensembles des valeurs possibles de telles 
v.a. sont infinis et non denombrables, et ces 
variables sont dites variables aleatoires continues 
(v.a.c.). 

Contrairement aux v.a.d., les lois des v.a.c. ne 
sont pas caracterisees par les probabilites 
discretes des realisations P(X=x,), mais elles sont 
definies par la donnee d'une fonction continue /, 
appelee densite de probabilite de la v.a.c. 



2) Calcul des integrates (Rappel) 

Soit / une fonction continue de R dans R, pour 
calculer I'integrale, j b f(x)dx, 

i) on determine une primitive de /, c.a.d. une 
fonction F de R dans R telle que / est la 
derivee de F (Jfx)=F'(x ) ) et on note, 

F{x) = \f(x)dx. 

ii) On calcule: 

\ h J(x)dx = [F(x)] b a = Fib) - F(a). 
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a) Proprieties des integrals 

Soient/ et g deux fonctions reelles continues, 

a, b, c et X des nombres reels, alors on a: 

[(fix) + g(x))dx = £/ (x)dx + \ b a g(x)dx. 
\^Af(x)dx = A,\^f(x)dx. 

iii) Relation de Chasles 

\' a f(x)dx = f a f(x)dx + \ c h f(x)dx. 

iv) Integration par parties (si f et g sont derivables) 
£ (f(x)g(x))dx = [f(x)g(x)l - £ f(x)g'(x)dx. 


b) Primitives de quelques fonctions usuelles 


Fonction/iXJ 

Primitive F(x) = j f(x)dx. 

V a #-l 

x {a+1) /(a + l). 

1/x 

Ln(x)=Log(x) 

e ax 

e°“ /cc. 

a x avec a>0 et a*l 

a x /Ln(a). 

i/4x 

24x 

Ln(coc) avec a *0 

xLn( ax) - x 


c) Application aux calculs des probabilites 


Solution: Pour avoir une densite de probability, il 

Soit X une v.a.c., de densite de probability /, 


faut quefix) >0V«[0;1] etj^f( x )dx = 1. 

alors si on a une primitive F de/, on calcule la 


probability de I'evenement "Xe[a;b]" par: 


On a,f(x)=kx > 0 si k> 0. Et, 

P(a <X <b) = £ f {x)dx = Fib) - Fid). 


\Zfix)dx = £/ ix)dx = k\‘ 0 xdx 

Exercice: Soit une v.a.c., de densite / definie 


— k\ — 1 — — — 1, si k=2. 

Par ' f kx sixe[0;l ] 


L2 i 2 

f(x) = { . 


PiU 4 <X < U 2) = ££ fix) dx 

[ 0 sinon 


1/2 

Determiner k pour avoir une densite de 


= Zjj^xdx = 2 I"— 1 — j— = 

probability et calculer P(l/4<X<l/2). 


L 2 J U4 4 16 16 


3) Caracteristiques d'une v.a.c. 

Si X est une v.a.c., de densite de probability/, 
alors I'esperance E(X) et la variance V(X) de 
X sont donnees respectivement par: 

E(X) = ) (x)dx si cette integrate existe. 


Remarque: Si X une v.a.c., de densite f et g 
une fonction reelle de D x dans R, alors 
I'esperance de la v.a.c. g(X) est donnee par: 

EigiX)) = \Zgix)fix)dx. 

ViX) = \^[x-EiX] 2 fix)dx si cette 


Exemple: Calculer E(X) et V(X) pour la v.a.c. 
de densite. 

integrate existe. 


\2x six&\0\l ] 

On a aussi: 


fix) = \ 

[ 0 sinon 

ViX) = EiX*)-{EiX )]* 


= [f_y/ix)dx)-[EiX)Y. 
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E(X) = \™xfix)dx = j^xf(x)dx 


4) Fonction de repartition d'une v.a.c. 

, r * 2 


a) Definition : Soit X une v.a.c. de densite de 

= 2\x 2 dx = 2 — =-. 


probability /, la fonction de repartition de X 

13 j 0 3 


est 1' application, F x (ou F) de R dans [0, 1], 

V(X) = E(X*)-[E(X)y, or 


definie par: 

E(X 2 ) = \ + 2x 2 f(x)dx = l' l x 2 f(x)dx 


FJx )=P[X < x] = \ x _J(t)dt 



b) Proprietes : 


La fonction de repartition F d'une v.a.c. X 

done V(X) = (l/2)-(2/3) 2 =l/18 
et a x = y/l/18 ~ 0,236. 


verifie les proprietes suivantes : 


i) Par definition on a , 0< F(x) <1, \/x eR. 


c) Application aux calculs des probabilites 

ii) lim F(x) = 0 et F(x) = 1 . 


Soit X une v.a.c., de densite de probability/, et 



de fonction de repartition F, alors on calcule 

iii) F est continue et croissante, done F est 


les probabilites des intervalles, [a; b], ]-oo; b] 

bijective si elle est en plus strictement croissante. 


et [a; +oo[, par: 

iv) F est derivable sauf en un nombre fini de 
points, et F'(x)=f(x). 


i) P(a <X <b) = F(b) - F(a). 

M ) P(X <b) = P(X <b) = f(x)dx = Fib). 

Remarque: F est une primitive de/, done, la loi de 


m ) P(X>d) = j™f(x)dx = l-F(a). 

probability d'une v.a.c. est determinee soit par la 
densite/ ou par la fonction de repartition F. 



Exemple: Determiner la fonction de repartition F. 
de la v.a.c. de I'exemple precedent. Calculer 
P(X<l/4) et P(X<l/2) en deduire P(l/4<X<l/2). 


5) Densite d'une fonction de v.a.c. 

Si X une v.a.c., de densite f x et de fonction de 
repartition F x , soit g une fonction reelle continue 

0na: f(x) = 2x si xf\0] ]\ ; f(x)=0 sinon 


de D x dans R, alors pour determiner le densite 
de probability f Y de la v.a.c. Y=g(X) on determine 

Done, V x gR, 


f 0six<0 


d'abord la fonction de repartition F y de Y, puis 



on obtient/y par derivation de F Y 

F{x) = P(X <x)= f_Jit)dt = lx 2 sixB [0,1] 
{ 1 si x>l 


fr(y)=F’ r ( y). 


Ainsi, si g est strictement croissante done elle 

D'ou: 


admet une fonction reciproque g 1 , alors on a: 

P(X<1/4)=F( 1/4) = 1/16 et P(X<l/2)=F(l/2)=l/4; 
done, P( 1/4<X< 1/2) =F(l/2)-F( 1/4) =3/16. 


F Y (y)=P(Y<y)=P(g(X)<y)=P(X<g 1 (y))=F x (g- 1 (y)). 
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Exemple: On considere la v.a.c. X de I'exemple 
precedent. Soit g(x)=x 2 . Determiner la 
fonction densite de Y=g(X)=x 2 . 

La fonction g est continue et strictement croissante sur 
[Ot+nfetg'frHx. 


D'ou, 

f O si y <0 

Fy(y) = \y si ye[0;7] 
[i si y>l 

Ffy)=P(Y<y)=P(X 2 <y) VyeR. 


Done, 

Or X 2 > 0, done P(X 2 <y)=0 siy<0. 

Siy>0, on a: Ffy)=P(X 2 <y)=P(X<<y )=F x (<y ). Or, 


, J 1 «ye[0; 7] 
f Y (y) = F r(y) = \ r . . 

[O sinon 


0 si Jy = 0, (si y = 0 ) 

(S) 2 siJye[0;P ,(siye[0-,l ]) 


C'est la densite de la variable aleatoire 
continue uniforme sur I'intervalle [0; 1]. 


1 si y/y > /, (si y>l ) 




II) Lois continues usuelles 

1) Loi uniforme 

Soit [a; b] ur 

i intervalle de R (a<b), une v.a.v. X 

suit une loi 

uniforme continue sur [a ; b] si sa 

densite de probabilite est donnee par: 

/xO) 

\l/(b — d) si x e [a ; b\ 

. 


[0 sinon 

Done, 

0 si x< a 

F x (x) = < 

(x — a)/ (b — a) 
1 si x>b 


On montre que: 

E(X)=(a+b)/2 et V(X)=(b-a) 2 /12. 


2) Loi normale centree et reduite 
a) Definition: On dit qu'une v.a.c. U suit une 
loi normale centree et reduite si sa densite de 
probabilite est donnee par: 


On montre que, 


_CT( e 2 )du = J~2tt . 


et on verifie que : 

E(U)=0 et V(U)=1, done a v =l. 

On note alors U~N(0; 1). 
b) Fonction de repartition de U: 

La fonction de repartition de la v.a. U~N(0; 1), 
que I'on note n est donnee par: 

VueR, i 

tt(u) = P(U<u) = -j= (e 2 )dx . 

D'ou on calcule les probabilites par: 

P(a<U <b)= tt(b)- 7t(a) et P(U >a)= /- n(a). 


Mais le calcul de 7t(u), pour u donnee, se fait 
par des methodes numeriques. D'ou on a des 
tables statistiques qui donnent it(u), pour 
differentes valeurs de u et inversement. 
Remarque: 

La densite f u est paire, done sa courbe est 
symetrique par rapport a I'axe des ordonnees. 
Done il suffit de connaTtre les valeurs de 7t(u) 
pour u>0, et en deduire ti(u) pour u<0 par 
symetrie.(voir graphique ci-dessous) 

D'ou la table statistique de la loi N(0;1), 
donne jt(u) pour u>0. 
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' 

fu(u) 

' 



^ Courbe def v 

fl ('<-«„ 1 


WjL P(U>u„) 


-U(, t 

I U 0 U 

"(0) = P(U<0) 

= P(U>0)=0,5. 

Si u>0, on: 

ti(u)>0,5 

i et ti(-u)< 0,5, avec 

7t(-U) =P(U<- 

■u)=P(U>u) = l-P(U<u) = l- 7t(u) . 




Exemples: Soit U~N(0;1). Calculer P(U<0,12) 
et P(U<-0,2), en deduire P(-0,2<U<0,12). 



Probability 


On a: P(U<0,12)=jt(0,12)=0,5478 et 
P(U<-0,2) = l-7t(0, 2) = 1-0, 5793 =0,4207, done 
P(-0,2<U<0,12)= 40,12)- 7i(~0, 2)= 0,1271. 


3) Loi normale generale 

a) Definition: Soient m et a deux nombres 
reels avec (c >0). On dit qu'une v.a.c. X suit 
une loi normale generale de parametres m et a 
si sa densite de probability est donnee par: 

f x (x J»— f=e 2 ( ^ } Viefi 

cr V2;r 


On montre que : E(X)=m et V(X)=a 2 . 
On note alors: X~N(m;a). 


Remarque: 


La courbe de la densite f x a la meme forme 

(en i 

cloche) que la loi N(0;l), mais elle est 

symetrique par rapport a la droite ( x=m ). 

1 

./W 




\ 





m-o 

j m+a 


Esperance=Mt 

ldiane=Mode 
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b) Relation entre N(m;o) et N(0;1): 

i) Soit X une v.a.c. de loi N(m;a), alors la v.a. 
U centree et reduite associee a X suit une loi 

N(0;1). 

Si N(m;a), alors, U = _ M(();l). 

ii) Mais attention! Si a et b sont deux nombres 
reels (avec a*0) et U~N(0;l), alors la v.a. 
x=aU+b suit une loi normale generale de 
parametres m=b et <r=lal . 

Si U~ N(0;1), alors, X=aU+b ~ N(b; \a\ ), 


c) Application aux calculs des probabilites 
Soit x une v.a.c. de loi N(m;o), alors pour 
calculer les probabilites, P(a<x<b), P(X<a) ou 
P(X>a), on procede comme suit: 

i) On centre et on reduit la v.a. X, par, 

U = Xgn^ N (p-l). 

ii) On utilise le fonction de repartition n( u) de U 
pour calculer les probability a partir de la table 
de la loi N(0;l). 



Exercice: On suppose que la duree de vie des 
ampoules electriques est une v.a.c. X de loi 
normale d'esperance m = 1000 heures et de 
variance a 2 =10000. 

Calculer probability qu'une ampoule fonctionne: 

1) entre 1000 et 1200 heures? 

2) moins que 750 heures? 

Solution: On a, X~N(1000; 100), car a =100, 
done U-(X-1000)/100 ~N(0; 1), 

"*) P(1000 <X< 1200) = 


Or, ji( 2)= 0,9772 et7t(0)=0, 5, done 
P(1000< X< 1200)= 0,9772-0,5 = 0,4772. 


Propriete: 



Soient X lf X 2 , ..., X n , n v.a.c mutuellement 

2 )P(X <750} = tt( 750 ~ 1000 ) = 2,5). 

100 


independantes, telles que pour tout i, 


X;~/V( mijCTi). Alors la v.a Y= X t + X 2 + ...+ X n 

Or, ji(- 2,5)= 1- ir(2,5) = 1- 0,9938=0,0062. 


suit une loi normale generale de parametres: 

par la table deN(0;l) 


m = et cr — 

Done, P(X<750)= 0,0062. 
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4) Approximation d'une loi binomiale par une 
loi normale 

Soit X une v.a.d. de loi binomiale B(n; p), si 
n est grand (n>30) et p voisin de 0,5 
(0,4<p<0,6), alors on utilise I'approximation 
de la loi binomiale par une loi normale 
generale de parametres, m = np et a = -Jnpq. 
Dans la pratique, si n>30, np>15 et npq>5 on 
B(n\ p) « N{np ; yfnpq). 


Exemple: Soit X une v.a.d. de loi binomiale 
B(100; 0,2). Calculer P(X=25) et P(10<X<30). 

i) Avec la loi exacte on a: 

P(X=25)= 0,0438 et P(10<X<30)= 0,9916. 

ii) Par I'approximation, on a, n=100>30, 
np=20>15 et npq=16>5; done on peut utiliser 
I'approximation de cette loi binomiale par une 
loi normale N(20;4). D'ou, 

_i , 25 - 20 , a 

P(X =25) = — =a# 2 4 = 0,0457 . 

4^j27t 

P{10 < X < 30) = Pi-2,5 < X ~ 20 < 2,5) 

« 7vj2,5 ) - 7rt-2,5) = 2?r(2,5) -1 = 0,9876. 


5) Approximation d'une loi de Poisson par une 
loi normale 

Soit X une v.a.d. qui suit une loi de Poisson 
P(X), avec X suffisamment grand, alors on 
utilise I'approximation de la loi de Poisson par 
une loi normale generale de parametres, 

m = A, et cr — ^fA. 

Dans la pratique, si A, >15 on a: 

P(A)*N(A'JX). 

Exemple: Soit X une v.a.d. qui suit une loi de 
Poisson P(IOO), Calculer P(X=80) et 
P(90<X<110). 


i) Avec la loi exacte on a: 

P(X=80)= 0,0052 et P(90<X<110)= 0,7065. 

ii) Par I'approximation, on a, X =100>15, done on 
peut utiliser I'approximation de cette loi de 
Poisson par une loi normale N(100; 10). D'ou, 

1 1 r 80-100 \ 2 

P(X= 80)* j=e 2 10 =0,0054. 

10V2^ 

P(90 <X< 110 ) = P(-l < — — < 1 ) 

10 

« 7r(l) - tt (— 7 ) = 2n(T) — 1 = 0,6826. 
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Exercices Corriges 

Exercice 1 : Soit une boite contenant 20 composants electroniques dont 4 sont defectueux. On y tire au hasard 
et successivement 3 composants, avec remise si le composant est normal, sinon on le garde. 

1) Calculer la probabilite d’avoir les trois composants defectueux. 

2) Calculer la probabilite d’avoir les trois composants normaux. 

Solution: Si on note les evenements, 

D 1 =« avoir un composant defectueux au i eme tirage ». 

N 1 =« avoir un composant normal au r me tirage ». 

1) P(D 1 D 2 D 3 )= P(D 1 )P(D 2 /D 1 )P(D 3 /D'D 2 ) = (4/20)x(3/19) x(2/18)=0,0035. 

2) P(N'N z N 3 ) = P(N 1 )P(N 2 /N 1 )P(N 3 /N 1 N 2 ) =P(N 1 )P(N 2 )P(N 3 )=(16/20)x(16/20)x(16/20) 

=(4/5) 3 = 0,512. 

Exercice 2 : Dans une usine, 3 machines fabriquent des pieces mecaniques dans les proportions respectives 
suivantes: pi=25%, p 2 =35% et p 3 =40%. On sait que le les taux de production de pieces defectueuses par les 3 
machines sont respectivement de 10%, 5% et 1%. 

On choisit au hasard une piece dans un lot de pieces fabriquees par l’usine et on constate qu’elle est defectueuse. 
Quelle est probabilite qu’elle soit fabriquee par la 3 eme machine? 

Solution: Si on note les evenements, 

D =« la piece est defectueuse». 

M, =« la piece est fabriquee par la i 4rne machine ». 

On a: 

i) P(M!)=0,25; P(M 2 )=0,35 etP(M 3 )=0,4. 

ii) P(D/M!)=0,1; P(D/M 2 )=0,05 et P(D/M 3 )=0,01. 

Done par le theoreme de Bayes on calcule la probabilite a posteriori P(M 3 /D): 


P(M 3 / D) 


P(M 3 )P(D/M 3 ) 
XP(M.)P(D/M.) 


0,004 

0,0465 


= 0,086. 


Exercice 3 : Un lot de pieces mecaniques contient 5% de pieces defectueuses. On tire au hasard 7 pieces avec 
remise dans ce lot. 

Calculer la probabilite d'avoir 2 pieces defectueuses parmi les 7 pieces tirees. 

Solution: Soit A l'evenement "avoir une piece defectueuse lors d'un tirage", d'oii, P(A)=p=0,05. 

Tirer 7 pieces avec remise revient a effectuer 7 experiences de Bernoulli independantes. 

Soit X la v.a. associee au nombre de pieces defectueuses parmi les 7 pieces tirees. D'ou, X~ B(7; 0,05). 

Done, DX= {0, 1 , 2, . . . , 7} et pour tout k eDX on a, 

On calcule alors: 

P( X = 2) = C 2 0,05 2 0,95 5 ~ 0,041 

Exercice 4 : On sait que 4% d'une population de 1000 personnes ont une maladie M. On choisit au hasard et 
sans remise un echantillon de 10 personnes dans cette population. 

Calculer la probabilite d'avoir 1 seule personne malade dans l'echantillon. 

Solution: 

On a, N=1000 et p=0,04, done N,=pN=40 et N 2 =N-Ni=960. 

Soit X la v.a. associee au nombre de personnes malades parmi les 10 choisies. D'ou, X~ H(1000; 10; 0,04). 
Done, 

DX={keN: sup(0; 10-960) < k < inf(10; 40)} 

DX={keN: 0 <k< 10} 

et pour tout keDX on a, r k v r 10 ~ k 

P(X - k) -"izr- 

i) Avec la loi exacte de X on a: (calcul fait par Excel) 

P(X =1 )= C ^ 0 C ” * 0,2791. 
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S. BENHMIDA 


Exercices 


Calcul des probability 


ii) Le taux de sondage 10/1 000=0,01 <0,1, done on peut utiliser l'approximation d'une loi hypergeo metrique par 
une loi binomiale . 

H(1000; 10; 0,04) ~ B(10; 0,04). 

D'ou, on calcule une valeur approchee de P(X=1), par: 

P(X = 1) = c;/),04'0,96 9 « 0,2770 

Exercice 5 : Le nombre de pannes d'une machine sur une periode donnee suit une loi de Poisson. Sachant qu'en 
moyenne la machine fait 2 pannes par trimestre. 

1) Calculer la probabilite de n'avoir aucune panne a un mois donne. 

2) Calculer la probabilite d'avoir 4 pannes pendant une annee. 

Solution: Si l'unite de temps est le trimestre. 

Soient les v.a. X, Y et Z associees respectivement au nombre de pannes de la machine pendant, un trimestre, un 
mois et une annees. Done, 

X~ P( 2); Y~ P( 2/3) et Z~ P(2x4)= P(8). 

1) p(Y =0) = e (2 ' 3) x(2/5) ° = e - (2 '^ =0,513. 

01 

2 ) P(Z =4) = e X<S> « 0,0573. 

4! 

Exercice 6 : A l’entree d’une station de train un marchand de joumaux remarque qu’entre 8h et 9h en moyenne, 
une personne sur 10 achete un journal. 

Sachant qu’ils passent 120 personnes entre 8het9h, et soit X la v.a. definie par : 

X = « nombre de journaux vendus pendant cette periode ». 

1) Indiquer la loi de probabilite exacte de X. 

2) Par quelle loi peut-on approcher la loi de X 

3) Calculer P(X =15) par la loi exacte puis par la loi approximative. 

Solution: 

1 )Les personnes achetent les joumaux independamment les unes des autres. Done d'apres la definition de X on 
X~B( 120; 0,1). 

2) On a n=120>50 et p=0,l<0,l; done on peut utiliser V approximation d'une loi binomiale par une loi Poisson: 
B(120; 0,1) ~ P(120x0,l) =P(12). 

3 ) Par la loi exacte on a: (calcul fait par Excel) 

P(X = 15) = C'^iOjf (0,9)' 05 * 0,0742 

Par la loi approximative on a: 

P( X = 15) ~ - — - 12 — ~ 0,0739. 


Exercice 7 : Une urne contient une proportion p = 3/5 de boules blanches et une proportion q=l-p de boules 
noires. 

On considere un tirage avec remise et on pose X : « le nombre de tirages necessaires pour avoir une boule 
blanche » et Y : « le nombre de tirages necessaires pour avoir 3 boules blanches ». 

1) Quelle est la loi de X ? Calculer P(X=2). 

2) Quelle est la loi de Y ? Calculer P(Y=5). 

Solution : On a p=3/5=0,6 et q=0,4. 

Le tirage etant avec remise, done les tirages successifs sont independants. 

D'ou, d'apres les definitions de X et Y on a: 

1) X~ G(0,6), une loi geometrique de parametre p=0,6 . D x = N* et pour tout keD x , 

P(X=k)=0,6 x(0,4) kI 

Done, P(X=2)=0,6x(0,4) 1 =0,24. 

2) Y~ G(3; 0,6), une loi binomiale negative (ou loi de Pascal ) de parametres p=0,6 et m=3, 

D Y ={k bN : k>3} et pour tout keD Y , 

P(Y = k) = CljjO^YiOAf- 3 . 

Done, 

P(Y = 5) = C 2 4 (0,6/(0,4) 2 « 0,2074. 
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S. BENHMIDA 


Exercices 


Calcul des probability 


Exercice 8 : On suppose que la duree de vie des ampoules electriques est une v.a.c. X de loi normale 
d'esperance m = 1000 heures et de variance o 2 3 =10000. 

Calculer probabilite qu'une ampoule fonctionne: 

1) entre 1000 et 1200 heures? 

2) moins 750 heures? 


Solution: On a, X~N(1000; 100), car o=100, 
done U=(X-1000)/100 ~N(0; 1), 


1} P(1000<X<1200) = 7r( 1200 100 ° )-7r{ 

Or, ti( 2)= 0,9772 et tt( 0)=0, 5, done 100 

P(1000< X<1200)= 0,9772-0,5=0,4772. 


1000 - 1000 
100 


) = n(2) - n(0). 


2) P(X < 750 ) = n( 75 ° ]00 ° ) = 7r(-2,5). 

100 

Or, 7i(-2,5)= 1- 7i(2,5) =1-0,9938=0,0062. 


Done, P(X<750)= 0,0062. 


Exercice 9 : Soient X et Y deux v.a.d. independantes suivant la meme loi de Bernoulli de parametre p (0<p<l). 
On pose Z=X+Y et T=X-Y. 

1) Determiner la loi de Z est la loi de T. 

2) Determiner la loi conjointe du couple( Z ; T). 

3) Z et T sont-elles independantes ? Justifier la reponse. 

Solution : 

1) Loi de Z : D z ={0, 1,2} 

P(Z=0)=P(X+ Y =0)=P(X=0 et Y=0)=P(X=0)P(Y=0)=(1 -p) 2 =q 2 . 

P(Z= 1 )=P(X+ Y = 1 )=P(X= 1 et Y=0)+ P(X=0 et Y=1)=P(X=1)P(Y=0)+ P(X=0)P(Y=l)=2pq. 

P(Z=2)=P(X+ Y =2)=P(X= 1 et Y=1)=P(X=1)P(Y=1)= p 2 


zeD z 

0 

i 

2 

Total 

P(Z=z) 

q 2 

2pq 

P 2 

1 


Loi de T : D t ={-l, 0, 1} 

P(T=- 1 )=P(X- Y=- 1 )=P(X=0 et Y= 1 )=P(X=0)P(Y = 1 )=pq. 

P(T=0)=P(X-Y=0)=P(X=0 et Y=0)+ P(X=1 et Y=1)=P(X=0)P(Y=0)+ P(X=1)P(Y=1)= p 2 +q 2 . 
P(T=1)=P(X-Y=1)=P(X=1 et Y=0)=P(X=1)P(Y=0)= pq. 


teD T 

-1 

0 

l 

Total 

P(T=t) 

pq 

p 2 +q 2 

pq 

1 


2) Loi conjointe de (Z ; T). 



0 

1 

2 

Loi marginale de T 

-1 

"o 

pq 

0 

pq 

0 


0 

P 2 

p 2 +q 2 

1 

0 

pq 

0 

pq 

Loi marginale de Z 

V 

2pq 

q 2 

l 


3) On a, P(Z=0 ; T=-1)=0 et P(Z=0)P(T=-1)= q 2 pq^0, done Z et T ne sont pas independantes. 
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S. BENHMIDA 


Exercices 


Calcul des probability 


Exercice 10 : Soit X une v.a.d. telle que D x = N (ensemble des entiers naturels) et la loi de probabilite de X, 
P(X=n)=f(n), verifie : 


/(«) = f{n - /), 


VnelV*. 


Determiner explicitement l’expression de/ 

Solution : 

On posef(0)=c, d’ou, 


= f(2)= 2 2 f(l) = 

/(n) = 2 /(«-7)= 2 7 c; - 
n n\ 


2 2 

1x2°’ 


f{3) = - 3 f{2) = 


2 3 _ 

lx2x3 C ’ 


Or f(n) est une distribution de probabilite done, on 


£m 



■^2 2 J 

= cX — = ce = 1. 

n=0 n\ 


D’ou, c=f(0)= e 2 et 


P(X 


= n) = fin ) = 


e~ 2 2 n 

n\ 


Vn g N. 


Done X suit une loi de Poisson de parametre X=2 

Exercice 11 : Une machine fabrique des pieces cylindriques caracterisees par leurs diametres. Soit X la v.a.c. 
associee a la mesure des diametres en centimetre, on suppose que X suit une loi normale generale d’esperance m 
et d’ecart type o. 

Sachant que sur 50000 pieces fabriquees, on denombre 16500 pieces dont le diametre est inferieur a 1,6 cm et 
5100 dont le diametre est superieur a 1,8 cm. 

Determiner l’esperance m et d’ecart type o. 

Solution : 

X~N(m; a), E(X)= m et V(X)= o 2 . 

P(X<1 ,6)= 1 6500/50000 =0,33 et P(X>1,8)= 5100/50000 =0,102. 


P{X < 1,6 ) = P{?—^ < -) = 7r (—— — — ) = 0,33 < 0,5. Done < 


P(X > 1,8 ) = P(^— ^ = ]- = 7 _ = 0,102. 

a a a a a 

d'ou, 7r( 1,8 ~ m ) = 1-0,102 = 0,898, done 1,8 ~ m = 1,27 (D'apres la table de N(0-,1). 
a a 

d'ou on ale systeme : 



done 


jm = 1,651 cm 
[a = 0,117 cm 
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Annee Universitaire 2004/2005 (3 eme semestre) 
Filiere: Sciences Economiques et Sestion 
Module: Methodes quantitatives 
Section B 


Enseignant : S. BENHMIDA 


Epreuve de Statistique 2 (Duree 2 heures) 


N.B. • Arrondir les calculs a la 4 eme decimal 
• Bien presenter la copie. 


Exercice 1 : (6 points) 

Une usine doit recruter 3 ouvriers parmi 8 candidats dont 5 hommes et 3 femmes. 

1) Si les taches des ouvriers sont identiques. 

a) Quel est le nombre de selections differentes possibles? 

b) Calculer la probabilite p d’embaucher deux hommes et une femme. 

2) Reprendre les questions a) et b) dans le cas ou les taches des ouvriers sont distinctes. 


Exercice 2 : (4 points) 

Dans une usine, trois machines fabriquent des pieces mecaniques dans les proportions respectives 
suivantes: pi=50%, p 2 =30% et p 3 =20%. On sait que les taux de production de pieces defectueuses par les 3 
machines sont respectivement de 2%, 5% et 7%. On choisit au hasard une piece dans un lot de pieces fabriquees 
par I’usine et on note I’evenement, D = « avoir une piece defectueuse». 

1) calculer la probabilite de D. 

2) Sachant qu’on a obtenu une piece normale lors d’un tirage, quelle est probabilite qu’elle soit fabriquee par la 
premiere machine? 


Exercice 3 : (6 points) 

On suppose que, le dimanche entre 8 heure et 10 heure, le nombre de vehicules passant par une station de 
peage d’une autoroute est une variable aleatoire X qui suit une loi de Poisson d’esperance 36. 

I) 1) Par quelle loi peut-on approcher la loi de X? 

2) En utilisant la loi approximative, calculer la probabilite que le nombre de vehicules passant par la station 
pendant cette periode ne depasse pas 39 vehicules. 

II) On suppose que les poids lourds represented 25% des vehicules passant par la station pendant cette 
periode et que les vehicules arrivent independamment les uns des autres. On pose : 

Y= « le nombre de poids lourds passant par la station pendant cette periode». 

1) Determiner la loi conditionnelle de (Y/X = n). 

2) Determiner la loi marginale de Y et donner son expression. 

3) Calculer la probabilite que le nombre de poids lourds passant par la station pendant cette periode soit egal all. 
N.B. (Les parties I et II sont independantes) 

Exercice 4 : (4 points) 

On suppose que la duree de vie des ampoules d’un certain type de video projecteurs est une variable aleatoire X 
de loi normale d'esperance 3000 heures et d’ecart type 100 heures. 

1) Donner I’expression de la densite de probabilite de X. 

2) Quelle est la probabilite qu'une ampoule fonctionne moins que 2900 heures? 

3) Determiner la duree de vie minimale x m qu’une ampoule peut depasser avec une probabilite de 0,99. 


Extrait de la table de la fonction de repartition 7t(u) de la loi normale centree reduite 


u 

0,1 

0,5 

1 

1,1 

1,5 

2,3 

2,327 

2,5 

jt(u)=P(U<u) 

0,5398 

0,6915 

0,8413 

0,8643 

0,9332 

0,9893 

0,99 

0,9938 




University Sidi Mohamed Ben Abdellah 
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Annee Universitaire 2004/2005 (3 eme semestre) 
Filiere: Sciences Economiques et Gestion 
Module: Methodes quantitatives 2 
Section B 


Enseignant : S. BENHMIDA 

Epreuve de Statistique 2 (Session de rattmpage) 

(Duree 1 heure 30mn) 

N.B. • Arrondir les calculs a la 4 eme decimate. 

J * Bien presenter la copie. 


Exercice 1 : (4 points) 

Soit une boTte contenant 30 composants electroniques dont 5 sont defectueux. On y tire 
au hasard et successivement 3 composants, avec remise si le composant est normal, sinon on 
le garde. 

3) Calculer la probability d’avoir les trois composants defectueux. 

4) Calculer la probability d’avoir les trois composants normaux. 

Exercice 2 : (4 points) 

Le nombre de pannes d'une machine sur une periode donnee suit une loi de Poisson. 
Sachant qu'en moyenne la machine fait une panne par mois. 

1) Calculer la probability de n'avoir aucune panne a un mois donne. 

2) Calculer la probability d'avoir au plus 2 pannes pendant une annee. 

Exercice 3 : (6 points) 

Une machine fabrique des pieces cylindriques caracterisees par leurs diametres. Soit X la 
v.a.c. associee a la mesure des diametres en millimetres (mm). On suppose que X suit une loi 
normale generate d’esperance m = 16,5 mm et d’ecart type ct = 0,8 mm. 

Un service de controle classe les pieces fabriquees en trois categories : les pieces acceptables 
ou normales dont le diametre est compris entre 15,5 mm et 17,5 mm ; les pieces defectueuses 
par defaut dont le diametre est inferieur a 15,5 mm et les pieces defectueuses par exces dont 
le diametre est superieur a 17,5 mm. 

1) On choisit au hasard une piece fabriquee par cette machine, calculer. 

a) la probability que la piece soit defectueuse par defaut. 

b) la probability que la piece soit defectueuse par exces. 

c) la probability que la piece soit acceptable 

2) Calculer I’effectif de chacune des trois categories parmi 5000 pieces fabriquees par la 
machine. 

Exercice 4 : (6 points) 

Soient X et Y deux variables aleatoires discretes independantes suivant la meme loi de 
Bernoulli de parametre p = 0,3. On pose Z=X+Y et T=X-Y. 

1) Determiner la loi de Z est la loi de T. 

2) Determiner la loi conjointe du couple (Z ; T). 

3) Z et T sont-elles independantes ? Justifier la reponse. 

4) Calculer la covariance du couple (Z ; T). Interpreter et commenter le resultat. 


Extrait de la table de la fonction de repartition ti(u) de la loi normale centree reduite 


u 

0,1 

0,25 

0,75 

1,00 

1,25 

1,5 

2,25 

2,5 

7t(u)=P(U<u) 

0,5398 

0,5987 

0,7734 

0,8413 

0,8944 

0,9332 

0,9878 

0,9938 
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Epreuve de Statistique 2 (Duree 2 heures) 


gL 


* Arrondir les calculs a la 4 eme decimate. 


• Bien presenter la copie. 


Exercice 1 : (4 points) 

Dans un atelier d’assemblage de micro-ordinateurs on utilise trois types de microprocesseurs Mi, 
M 2 ou M 3 dont les pourcentages de non conformite sont respectivement de : 3 %, 2 % et 1 %. 

On suppose que 15 % des micro-ordinateurs portent le microprocesseur M 1; 40 % portent le 
microprocesseur M 2 et 45 % portent le microprocesseur M 3 . 

Si on choisit au hasard un micro-ordinateur et on constate que son microprocesseur est conforme, quelle 
est la probabilite qu’il soit du type M 2 ? (Donner une formulation du probleme avant de repondre a la 
question). 

Exercice 2 : (6 points) 

Dans une usine le personnel d’un departement comporte 5 ingenieurs et 10 techniciens. 

Si on en preleve 4 au hasard pour former une equipe, sans tenir compte de leur qualite d’ingenieur ou de 
technicien. Calculer les probability des evenements suivants: 

1) A = « I’equipe comporte exactement deux ingenieurs >>. 

2) B = « I’equipe comporte exactement trois techniciens ». 

3) C = « I’equipe comporte au moins un ingenieur ». 

Exercice 3 : (6 points) 

Le service apres-vente d’un magasin regoit, entre 15 h et 18 h, un appel telephonique par 5 
minutes. On suppose que le nombre d'appels X par tranches de 5 minutes, entre 15 h et 18 h, suit une 
loi de Poisson de parametre X = 1 , 

1) Calculer la probabilite de recevoir entre 17 h et 17 h 05 : 

a) Zero appel. 

b) Au moins deux appels. 

2) Soit Y la variable aleatoire associee au nombre d’appels telephoniques entre 15 h et 18 h. 

a) Quelle est la loi de probabilite de Y? Donner son expression. 

b) Par quelle loi peut-on approcher la loi de V? Justifier la reponse. 

c) En utilisant la loi approximative, calculer la probabilite que le service apres-vente regoive plus 
que 45 appels entre 1 5 h et 1 8 h. 

Exercice 4 : (4 points) 

Une machine automatique remplit des petits sachets de cafe dont le poids Y en gramme est 
distribue selon une loi normale generale d’esperance m et d’ecart type a. 

Sachant que 5,48% des sachets remplis ont un poids inferieur a 96 g et 0,82% des sachets remplis ont 
un poids superieur a 106 g. 

1) Determiner I’esperance m et I’ecart type a de la variable aleatoire Y. 

2) Calculez la probabilite qu'un sachet pris au hasard ait un poids compris entre 98 g et 102 g. 


Extrait de la table de la fonction de repartition n(u) de la loi normale centree reduite 


u 

0,1 

0,5 

0,8 

1 

1,5 

1,6 

2,3 

2,4 

2,5 

7t(u)=P(U<u) 

0,5398 

0,6915 

0,7881 

0,8413 

0,9332 

0,9452 

0,9893 

0,9918 

0,9938 
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Enseignant : S. BENHMIDA 

Epreuve de Statistique 2 (Session de rattmpage) 

(Duree 1 heure) 

N.B. • Arrondir les calculs a la 4 eme decimate. 

J * Bien presenter la copie. 


Exercice 1 : (4 points) 

Le service medical d’une usine de ciment releve les statistiques suivantes : 

10 % des employes ont une maladie M, parmi ces malades 80 % sont des fumeurs, alors que 
parmi les non malades il n y’a que 5 % de fumeurs. On choisit au hasard un employe de cette 
usine. On note les evenements suivants : 

M = " I’employe a la maladie M " ; N = " I’employe n’a pas la maladie M " et 
F = " I’employe estfumeur ". 

1) Donner les probability P(M), P(N), P(F|M) et P(F|N). On en deduit la probability P(F). 

2) On sait qu’un employe est fumeur, quelle est la probability qu’il soit malade ? 

Exercice 2 : (8 points) 

Dans une faculte de 5200 etudiants, on compte 130 etudiants inscrits au troisieme cycle. 
On choisit au hasard 80 etudiants differents parmi les 5200, pour beneficier d’une formation en 
informatique. On designe par X : « le nombre d’etudiants de troisieme cycle parmi les 80 choisis 

1) Quelle est la loi exacte de X? Donner son expression, son esperance et sa variance. 

2) Preciser, en le justifiant, deux lois discretes approximatives de X, et donner I’expression de 
chacune. 

3) En utilisant la loi approximative la plus appropriee, calculer la probability qu’au moins trois 
etudiants de troisieme cycle beneficient de la formation en informatique. 

Exercice 3 : (8 points) 

Le gain net annuel d'une entreprise en millions de Dirhams ( mDh ) est une variable 

1 — O— 2) 2 

aleatoire X de density : /(*) = r * 0,08 P our tout x G R 

1) Donner I'esperance et I’ecart type du gain net annuel de I’entreprise. 

2) Quelle est la probability que I’entreprise realise un gain net annuel compris entre 1 600 

000 Dh et 2 400 000 Dh ? 

3) Comparer le resultat obtenu en 2) a la probability minimale prevue par I’inegalite de 
Bienayme-Tchebychev. Conclure. 


Extrait de la table de la fonction de repartition 7i;(u) de la loi normale centree reduite 


u 

0,1 

0,75 

1,00 

1,5 

2 

2,25 

2,5 

7l(u)=P(U<U) 

0,5398 

0,7734 

0,8413 

0,9332 

0,9773 

0,9878 

0,9938 
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Sections B & D 

Enseignants : BENHMIDA & RACHIDI 


Epreuve de Statistique 2 


Exercice 1 : Une ume Ui contient trois boules noires et sept boules blanches. Une urne U 2 contient cinq 
boules noires et cinq boules blanches. On choisit une urne au hasard, et on tire successivement deux 
boules, avec remise, dans l’ume choisie. 

On note les evenements suivants : 

Bi = «obtenir une boule blanche au l er tirage» 

B 2 : «obtenir une boule blanche au 2 eme tirage». 

Les evenements Bi et B 2 sont-ils independants ? 

Exercice 2 : Un test de fabrication des pieces dans une usine est tel que : 

Si la piece est bonne elle est acceptee avec la probability de 99%. 

Si la piece est mauvaise elle est refusee avec la probability de 99%. 

On choisit une piece au hasard et on la teste. Quelle est la probability : 

1) Qu’elle y ait une erreur de controle ? 

2) Qu’une piece soit mauvaise? 

On suppose que la proportion des pieces defectueuses parmi les pieces testees est de 0,5% 

Exercice 3 : Un joueur lance 3 fois de suite un de a 6 faces portant les chiffres : 1 ;2 ;3 ;4 ;5 ;6. 

Les sorties des six faces sont supposees equiprobables. 

1) Si X designe le nombre de multiples de 3 obtenus au cours des trois lancers, quelle est la loi de 
X? 

2) Calculer son esperance mathematique et sa variance. 

3 ) Quelle est la probability pour le joueur, d’obtenir au moins un multiple de 3 au cours des trois 
lancers ? 

4) Quelle est la probability pour la somme des trois chiffres soit egale a 10 ? 


Exercice 4 : Soit X une variable aleatoire continue de densite definie par : 


a 


/(*) = 


x 

x + l-a 


si - e < x < -\ 
si -l<x<0 


0 sinon 


Determiner la valeur de a. 
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Enseignants : BENHMIDA & RACHIDI 

Epreuve de Statistique 2 (Session de rattmpage) 

(Duree 1 heure) 

d ) 

N.B. • Arrondir les calculs a la 3 eme decimale. 

• Bien presenter la copie. 

• Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 


Exercice 1 : (8 points) 

D’apres le recensement general de la population et de I’habitat de 2004, la repartition de 
la population marocaine, selon le statut d’occupation des logements et le milieu d’habitat, est 
donnee par le tableau suivant : 


Statut d'occupation 

Milieu 

Urbain 

Rural 

Proprietaire 

56,8 

85,8 

Locataire 

29,2 

2,0 

Autres 

14,0 

12,2 

Total 

100% 

100% 


Selon le meme recensement la population urbaine represente 55% de la population nationale. 
En assimilant ces pourcentages a des probability et si on choisit un marocain au hasard. 

1) Quelle est la probability que ce marocain soit locataire ? 

2) Sachant que ce marocain est proprietaire, quelle est la probability qu’il soit rural ? 


Exercice 2 : (12 points) 

Sur une chaTne de montage d’appareils electroniques on a constate qu’en moyenne 0,4% 
des appareils sortent defectueux. 

Dans un lot de 1000 appareils en provenance de cette chaTne, on preleve simultanement 50 
appareils. On considere la variable aleatoire X associee au nombre d'appareils defectueux parmi 
les 50 preleves. 

1) Quelle est la loi exacte de X ? Donnez son expression et calculez son esperance et sa 
variance. 

2) Precisez, en le justifiant, les deux lois discretes approximatives de X et donnez I’expression 
de chacune. 

3) En choisissant parmi ces deux lois approximatives celle qui convient, calculez les probabilites 
des evenements suivants : 

a) Aucun appareil n'est defectueux. 

b) Deux appareils sont defectueux. 

c) Aux moins deux appareils sont defectueux. 




Universite Sidi Mohamed Ben Abdellah Annee Universitaire 2007/2008 (3 eme semestre) 

Faculte des sciences Juridiques, Filiere: Sciences Economiques et Gestion 

Economiques et Sociales Module: Methodes quantitatives II 

- Fl ' s ~ Sections B &D 

Epreuve de Statistique 2 (Duree i h 30 min) 


N.B. • Arrondir les calculs a la 3 eme decimale. 

• Bien presenter la copie. 

• Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 

Exercice 1 : (5 points) (Duree estimee : 15 min ) 

Selon le recensement general de la population et de l’habitat de 2004, dans la region de Fes 
Boulemane, 72 % de la population est urbaine. On sait aussi que 41,3 % des urbains et 37,1 % 
des ruraux de cette population sont celibataires. On interroge au hasard un individu de cette 
region. On note U l'evenement "etre un urbain", R l'evenement "etre un rural", et C l'evenement 
"etre un celibataire 

1) Quelles sont les probability suivantes : P(U ) ; P(R) ; P(C\U) et P(C\R) ? 

2) Calculer la probability pour qu'un individu interroge soit celibataire. 

3) Sachant que la personne interrogee n’est pas celibataire, quelle est la probability pour qu’elle 
soit du milieu rural? 

Exercice 2 : (5 points) ( Duree estimee : 15 min) 

Une banque constate que les cheques sans provision represented 2% des cheques emis par 
les clients. 

Un jour donne, 250 clients ont emis chacun un cheque. Soit X la variable aleatoire associee au 
nombre de cheques sans provision lors de ce jour. 

On suppose que les clients emettent leurs cheques independamment les uns des autres. 

1) Quelle est la loi de probability de X ? Donner son esperance et son ecart type. 

2) Calculer la probability de n’avoir aucun cheque sans provision parmi les 250 emis. 

3) Par quelle loi discrete peut on approcher la loi de X ? Donner son expression. 

4) En utilisant la loi approximative, calculer la probability d’ avoir au moins deux cheques sans 
provision parmi les 250 emis. 

Exercice 3 : (4 points) (Duree estimee : 20 min) 

Soit (r > 0 ) le revenu minimum dans une population. Le revenu des individus de cette 
population est une variable aleatoire continue X caracterisee par la densite suivante : 

k 

f(x ) = —r si x>r et f(x ) = 0 si x<r 
x 

1) Determiner k en fonction de r pour que / soit une densite de probability. Calculer E(X). 

2) Determiner la fonction de repartition F de la variable aleatoire X. 

3) Calculer la probability qu’un individu gagne plus que le revenu moyen. 



Voir au verso ^ 




Exercice 4 : (4 points) (Duree estimee : 15 min) 

On suppose que la consommation mensuelle d’eau en m 3 d’un menage est representee par 
une variable aleatoire X de loi normale generale d’esperance 9 m 3 et d’ecart type 2 m 3 . 

1) Calculer la probabilite que la consommation d’eau de ce menage depasse 14 m 3 par mois. 

2) Un secteur comporte 225 menages dont les consommations mensuelles sont des variables 
aleatoires X; supposees mutuellement independantes et toutes de meme loi normale N( 9 ; 2). 

Soit Y la variable aleatoire associee a la consommation mensuelle d’eau du secteur. 

a) Quelle est la loi de Y ? Determiner sa moyenne et son ecart type. 

b) On suppose que le secteur est alimente en eau par une station de pompage. Calculer le 
volume minimal que la station doit fournir au secteur chaque mois pour satisfaire a la demande 
avec une probabilite superieure ou egale a 0,99. 


Extrait de la table de la fonction de repartition ti(u) de la loi normale centree reduite 
(Yaleurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

0,8 

1 

1,5 

1,6 

2,3 

2,326 

2,4 

2,5 

n(u) = P(U<u) 

0,54 

0,692 

0,788 

0,841 

0,933 

0,945 

0,989 

0,99 

0,992 

0,994 
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Epreuve de Statistique 2 (Session de rattrapage) 

(Duree 1 h 30 min) 

a ) 

N.B. • Arrondir les calculs a la 3 eme decimale. 

• Bien presenter la copie. 

• Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 


Exercice 1 : (6 points) ( Duree estimee : 15 min) 

On utilise un test sanguin pour le depistage d’une maladie M qui touche 0,6% d’une 
population. Ce test est positif dans 95% des cas si la personne est malade et il est negatif dans 
90% des cas si la personne n’est pas malade. On choisit au hasard une personne de la 
population et on definit les evenements suivants : 

M = « la personne est malade » et T = « le test est positif ». 

1) Calculez la probability que le test soit positif. 

2) Pour une personne le test est negatif, quelle est la probability que la personne ne soit pas 
malade ? 

3) Calculez la probability que le test se trompe (le test est positif et la personne n’est pas malade 
ou le test est negatif et la personne est malade). 


Exercice 2 : (7 points) (Duree estimee : 30 min) 

Sur une chaTne de montage d’appareils electroniques on a constate qu’en moyenne 2% 
des appareils sortent defectueux. 

Dans un lot de 1000 appareils en provenance de cette chaTne, on preleve simultanement 50 
appareils. On considere la variable aleatoire X associee au nombre d'appareils defectueux parmi 
les 50 preleves. 

1) Quelle est la loi exacte de X ? Donnez son domaine et son expression et calculez son 
esperance et sa variance. 

2) Precisez, en le justifiant, les deux lois discretes approximatives de X et donnez I’expression 
de chacune. 

3) En choisissant parmi ces deux lois approximatives celle qui convient, calculez les probabilites 
des evenements suivants : 

a) Aucun appareil n'est defectueux. 

b) Deux appareils sont defectueux. 

c) Aux moins deux appareils sont defectueux. 


Voir au verso I ®“ 




Exercice 3 : (7 points) (Duree estimee : 20 min ) 

Une usine fabrique des pieces mecaniques et constate que pour un type de pieces, la 
demande mensuelle (en milliers de pieces) est une variable aleatoire continue X de density : 

f(x) = , 1 pour tout x<=R 

V0,125tt 

1) Quelle est la loi de X ? Determinez I’esperance et I’ecart type de X avec leur unite. 

On suppose maintenant que I’esperance de X est de 4 mille pieces est son ecart type est 
0,25 mille pieces. 

2) Quelle est la probability pour que la demande ne depasse pas 4500 pieces en un mois ? 

3) Le stock d’un mois est 4600 pieces. Calculez la probability que la demande ne soit pas 
satisfaite. 

4) Quelle est le nombre minimal x m de pieces que doit stocker I’usine chaque mois pour 
satisfaire la demande avec une probability de 0,98 ? 


Extrait de la table de la fonction de repartition 7r(u) de la loi normale centree reduite 
(Valeurs arrondies) 


u 

0,5 

0,8 

1 

1,5 

2 

2,054 

2,1 

2,3 

2,4 

2,5 

7T(u) = P(U<u) 

0,692 

0,788 

0,841 

0,933 

0,977 

0,98 

0,982 

0,989 

0,992 

0,994 
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Epreuve de Statistique 2 (Puree i h 30 min ) 

N.B. * Arrondir les calculs a la 3 eme decimale. 

• Bien presenter la copie. 

• Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 


Exercice 1 : (5 points) (Duree estimee : 15 min) 

Une compagnie d'assurance automobile constate, d’apres une longue experience, que 80% des conducteurs 
sont des ‘bons conducteurs’. Les bons conducteurs ont une probabilite de 0,1 d' avoir un accident pendant une annee, 
alors que les mauvais ont une probabilite de 0,7 d'en avoir un pendant la meme periode. 

On choisit un conducteur au hasard et on definit les evenements suivants : 

A= « le conducteur a eu un accident pendant une annee » ; B= « avoir un bon conducteur ». 

1) calculer les probability suivantes : P(B)\ P(AI B)\ P(AI B). 

2) Calculer la probabilite de A. 

3) Un conducteur n'ayant pas eu d'accident au cours de la demiere annee, quelle est la probabilite qu’il soit un bon 
conducteur ? 

Exercice 2 : (5 points) ( Duree estimee : 15 min ) 

Le departement Sciences Economiques d’une faculte, comporte 40 enseignants chercheurs dont, 14 sont des 
Professeurs de l’Enseignement Superieur (PES), 8 sont des Professeurs Habilites (PH) et 18 sont des Professeurs de 
l’enseignement superieur Assistants (PA). Le departement decide de former une commission de 5 enseignants. Si le 
choix des enseignants est au hasard, calculer les probability des evenements suivants: 

1) A = « la commission est formee de 5 PES ». 

2) B = « la commission est formee de 5 PA ». 

3) C = « la commission est formee de 2 PES, 1 PH et 2 PA». 

Exercice 3 : (6 points) (Duree estimee : 25 min) 

On suppose que sur un axe routier, le nombre d’accidents pendant une semaine est une variable aleatoire X 
qui suit une loi de Poisson d’ecart type 5, et on a constate que 4% de ces accidents sont mortels. 

Si on pose : Y= « le nombre d’accidents mortels sur cet axe routier pendant une semaine». 

1) Quel est le nombre moyen d’accidents pendant une semaine sur cet axe routier ? 

2) Donnez l’expression de la loi de X et determinez la loi conditionnelle de (Y/X = n). 

3) Determiner la loi marginale de Y et donner son expression. 

4) Calculer la probabilite que, pendant une semaine, le nombre d’accidents mortels sur cet axe routier soit superieur 
ou egal a 2. 

Exercice 4 : (4 points) (Duree estimee : 10 min) 

Dans un moulin, les sacs de farine de 25 Kilogrammes (Kg) sont remplis par une machine automatique. Une 
etude a permis de constater que le poids X en Kg, des sacs remplis, n’est pas parfait, mais il est distribue selon une 
loi normale generale d’esperance m = 25 Kg et de variance o 2 = 0,64. 

1) Donner en fonctions de m et o la densite de la variable aleatoire X associees au poids des sacs de farine. 

2) Calculer la probabilite que le poids d’un sac de farine depasse 26 Kg. 


Extrait de la table de la fonction de repartition ti(u) de la loi normale centree reduite 
(Valeurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

0,8 

1 

1,25 

1,5 

2,3 

2,4 

2,5 

7t(u) = P(U<U) 

0,54 

0,692 

0,788 

0,841 

0.894 

0,933 

0,989 

0,992 

0,994 
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Epreuve de Statist ique 2 (Duree 1 h 30 min) 


N.B. * Arrondir les calculs a la 4 eme decimate. 

• Bien presenter la copie. 

q • Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 

Exercice 1 : (5 points) ( Duree estimee : 15 min) 

Soit une boite contenant 2 boules blanches et 8 boules noires. On precede a des tirages successifs avec 
remise, d’une boule de cette boite, et on considere la variable aleatoire X definie par : 

X = « le nombre de tirages necessaires pour avoir 4 boules noires » 

1) Quelle est la loi de XI Donner son domaine et son expression. 

2) Calculer l’esperance et la variance de X. 

3) Calculer P(X =6). 


Exercice 2 : (5 points) (Duree estimee : 15 min ) 

La demande mensuelle X d’un produit suit une loi normale d’esperance 100 unites et de variance 144. Le 
stock au debut de chaque mois est de 127 unites. 

1) Calculer la probabilite que la demande mensuelle ne soit pas satisfaite. 

2) Calculer la probabilite que la demande mensuelle du produit soit comprise entre 85 et 115. 

3) Quelle est la valeur maximale du stock mensuel pour satisfaire la demande mensuelle dans 96% des cas ? 


Extrait de la table de la fonction de repartition 7t(u) de la loi normale centree reduite 
(Valeurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

0,8 

1 

1,2 

1,25 

1,5 

1,7 

1,75 

2,25 

2,5 

7t(u) = P(U<U) 

0,54 

0,692 

0,788 

0,841 

0,885 

0.894 

0,933 

0,955 

0,960 

0,988 

0,994 


Exercice 3 : (io points) ( Duree estimee : 40 min ) 

On constate que 3% des composants electroniques fabriques par une usine sont defectueux. 

A) Tous les composants sont controles par un appareil tel que ; si un composant est normal l’appareil le 
declare ainsi dans 99% des cas mais si le composant est defectueux il le declare ainsi dans 95% des cas. 

On choisit au hasard un composant fabrique par cette usine et on definit les evenements suivants : 

A = <d’appareil declare le composant normal » et N = «le composant est normal». 

1) Calculer les probability suivantes : P(N); P(A/ N ) ; P(A / N). 

2) Calculer la probabilite que l’appareil declare un composant defectueux. 

3) L’appareil declare un composant normal, quelle est la probabilite qu’il le soit effectivement ? 

4) Calculer la probabilite que l’appareil se trompe. 

B) On tire simultanement 100 composants parmi 10000 composants fabriques par cette usine et on considere 
la variable aleatoire definie par : 

X = « le nombre des composant defectueux parmi les 100 tires». 

1) Quelle est la loi exacte de X ? Donner son domaine et son expression. 

2) Calculer l’esperance et la variance de X. 

3) En le justifiant, donner les expressions des deux lois approximatives discretes de X. 

4) En utilisant la loi approximative convenable, calculer la probabilite d’avoir au plus un composant defectueux 
parmi les 100. 

Remarque : Les parties A) et B) sont independantes. 
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Epreuve de Statistique 2 (Duree i h) 
Session de rattrapage 


N.B. • Arrondir les calculs a la 4 ime decimale. 

• Bien presenter la copie. 

• Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 


D 


Exercice 1 : (io points) (Duree estimee : 20 min ) 

Des sacs de farine de 25 Kilogrammes (Kg) sont remplis par une machine automatique. 

Une etude a permis de constater que le poids X en Kg, des sacs remplis, est une variable 
aleatoire suivant une loi normale generate d’esperance m et d’ecart type ct. 

Sachant que 0,75 % des sacs ont un poids superieur a 26,3 Kg et 12,1 % des sacs ont un 
poids inferieur a 24,5 Kg. 

1) Donner en fonctions de m et ct la densite de la variable aleatoire X associees au poids 
des sacs de farine. 

2) Determiner I’esperance m et I’ecart type ct de la variable aleatoire X. (Indication : on 
determine un systeme de deux equations lineaires en m et ct) 

3) Calculer la probability d’avoir un sac de farine dont le poids est superieur a 26 Kg. 


Ex trait de la table de la fonction de repartition te(u) de la loi normale centree reduite 


u 

0,1 

0,25 

1,00 

1,17 

1,18 

1,83 

2,43 

2,5 

7t(u)=P(U<u) 

0,5398 

0,5987 

0,8413 

0,8790 

0,8810 

0,9664 

0,9925 

0,9938 


Exercice 2 : (io points) ( Duree estimee : 25 min) 

Soient X et Y deux variables aleatoires discretes independantes suivant la meme loi de 

Bernoulli de parametre p = 0,4. On pose U=X +Y et V=X-Y. 

1) Determiner la loi de U est la loi de V. 

2) Determiner la loi conjointe du couple (U ; V). 

3) U et V sont-elles independantes ? Justifier la reponse. 

4) Calculer la covariance du couple (U ; V). Interpreter et commenter le resultat. 
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Epreuve de Statistique 2 (Duree i h 30 min) 


N.B. * Arrondir les calculs a la 3 eme decimale. 

• Bien presenter la copie. 

q] • Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 

Exercice 1 : (4 points) (Duree estimee : 10 min) 

Un electricien achete respectivement 40 % et 60 % des lampes electriques chez deux foumisseurs A et B. 
Dans son atelier il met toutes les lampes dans une meme boite et de cette boite il tire au hasard une lampe. Sachant 
que 5 % des lampes foumies par A sont defectueuses alors que cette proportion et de 10 % pour les lampes 
foumies par B. 

On definit les evenements suivants : A = « la lampe est foumie par A » ; B = « la lampe est fournie par 
B » et D = « la lampe est defectueuse » 

1) Calculer la probability d’avoir une lampe defectueuse. 

2) Sachant que la lampe tiree est normale, calculer la probability qu’elle soit foumie par B et en deduire la 
probability qu’elle soit foumie par A. 

Exercice 3 : (io points) ( Duree estimee : 35 min ) 

On suppose que le nombre de personnes qui visitent un magasin, par tranches de 15 minutes entre 18 h et 
19 h, est une variable aleatoire X qui suit une loi de Poisson de parametre 4, et que la moitie des visiteurs effectuent 
un achat independamment les uns des autres. 

1) Calculez la probability que le magasin soit visiter entre 18hetl8hl5 par : 

a) Deux personnes. 

b) Au moins trois personnes. 

2) On considere les deux variables aleatoires discretes suivantes : 

Y = « le nombre de personnes qui visitent le magasin entre 18 h et 19 h » et Z = « le nombre de personnes ay ant 
effectuees un achat dans le magasin entre 18 h et 19 h » 

a) Determiner la loi de Y et donner son expression, ainsi que son esperance. 

b) Determiner la loi conditionnelle de (Z / Y = n) et donner son expression. 

c) Determiner la loi marginale de Z et donner son expression, ainsi que son esperance et son ecart type. 

d) Determiner par l’inegalite de Bienayme-Tchebycheff un majorant de la probability suivante : 

p(z-8 > 4 ). 

Exercice 2 : (6 points) ( Duree estimee : 25 min) 

Une usine utilise 9 machines independantes de meme type pour la production des pieces mecaniques. On 
suppose que la production mensuelle d’une machine en milliers de pieces est une variable aleatoire X de loi 
normale generale d’esperance 9 (c.a.d. 9 mille pieces) et de variance 4. 

1) Calculer la probability que la production mensuelle de la machine depasse l’esperance de X. 

2) Calculer la probability que la production mensuelle de la machine soit comprise ente 8000 et 12000 pieces. 

3) Soit Y la variable aleatoire associee a la production mensuelle de l’usine en milliers de pieces. 

a) Quelle est la loi de Y ? Determiner sa moyenne et son ecart type. 

b) Calculer la production mensuelle minimale que l’usine peut atteindre avec une probability de 0,99. 


Extrait de la table de la fonction de repartition 7i(u) de la loi normale centree reduite (Valeurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

0,8 

1 

1,5 

1,6 

2,3 

2,326 

2,4 

2,5 

7t(u) — P(U<U) 

0,54 

0,692 

0,788 

0,841 

0,933 

0,945 

0,989 

0,99 

0,992 

0,994 
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Epreuve de Statistique 2 (Duree i h) 
Session de rattrapage 


a p 

N.B. * Arrondir les calculs a la 4 eme decimale. 

• Bien presenter la copie. 

• Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 


Exercice 1 : (5 points) ( Duree estimee : 15 min) 

Soit une urne contenant 75% de boules noires et 25% de boules blanches. On precede a des tirages 
successifs avec remise d’une boule de cette urne, et on considere la variable aleatoire X deftnie par : X = 
« le nombre de tirages necessaires pour avoir 6 boules blanches » 

1) Quelle est la loi de X ? Donnez son domaine et son expression. 

2) Calculer 1’ esperance et la variance de X. 

3) Calculer P(X=7). 

Exercice 2 : (15 points) (Duree estimee : 40 min ) 

Une banque constate que 2% de ses clients ne sont pas solvables. 

A) Une etude permet de constater que 70% des clients non solvables emettent un cheque sans 
provision alors que cette proportion est de 3% pour les clients solvables,. 

On choisit un client au hasard et on definit les evenements suivants : 

E = « le client emet un cheque sans provision » ; S = « le client est solvable ». 

1) Calculer la probability de E. 

2) Un client a emis un cheque sans provision, quelle est la probability qu’il soit solvable ? 

B) On choisit, d’une fa?on independante, 100 clients de cette banque et on definit la variable 
aleatoire: X = « le nombre des clients non solvables parmi les 100 choisis ». 

1) Quelle est la loi exacte de X ? Donner son expression et calculer son esperance et sa variance. 

2) En le justifiant, donner 1’ expression d’une loi approximative discrete de X. 

3) En utilisant cette loi approximative, calculer la probability d’avoir au plus deux clients non solvables 
parmi les 100. 

C) On choisit, d’une fa?on independante, 1600 clients de cette banque et on definit la variable 
aleatoire: Y = « le nombre des clients non solvables parmi les 1600 choisis ». 

1) Quelle est la loi exacte de Y ? Donner son expression et calculer son esperance et son ecart type. 

2) En le justifiant, preciser une loi approximative continue de Y, et donner sa densite de probability. 

3) En utilisant cette loi approximative, calculer la probability suivante : P(25<Y<39). 

Remarque : Les parties A), B) et C) sont independantes. 


Extrait de la table de la fonction de repartition 7r(u) de la loi normale centree reduite 


u 

0,1 

0,25 

1,00 

1,15 

1,25 

1,5 

1,83 

2,5 

7t(ll)=P(U<U) 

0,5398 

0,5987 

0,8413 

0,8749 

0.8943 

0,9332 

0,9664 

0,9938 
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N.B. • Arrondir les calculs a la 3 eme decimale. 
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• Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 


Exercice 1 points) ( Duree estimee : 25 min)'. (8 

Une agence de location de voitures constate que 5% des voitures louees tombent en panne. Etant 
donne qu’une semaine, 60 voitures ont ete louees, independamment les unes des autres, chez cette agence. 
On considere la variable aleatoire X definie par : 

X = «le nombre de voitures qui tombent en panne parmi les 60 louees» 

1) Quelle est la loi de X ? Donner son expression, ainsi que son esperance et sa variance. 

2) Calculer la probability que deux voitures louees tombent en panne. 

3) En le justifiant, preciser une loi approximative discrete de X, et donner son expression. 

4) En utilisant cette loi approximative, calculer les probabilites des evenements suivants : 

a ) A = « deux voitures louees tombent en panne ». Comparer avec le resultat obtenu en 2). 

b) B = « deux voitures louees au plus tombent en panne ». 

Exercice 2 : (8 points) ( Duree estimee : 25 min ) 

Les employes d’une usine sont repartis en trois categories, les cadres qui representent 10%, les 
techniciens qui representent 60% et les ouvriers qui representent 30%. On sait que les taux de presence 
pour les trois categories sont respectivement de 92 %, 96 % et 98 %. On choisit au hasard un nom dans la 
liste des employes de cette usine et on definit les evenements suivants : 

Ci = « V employe est un cadre » ; C 2 = « l’ employe est un technicien » ; C? = « T employe est un ouvrier» et 

A = « V employe est absent ». 

1) determiner les probabilites suivantes : P(Ci) et P(A/Cj) pour i = 1 ; 2 et 3 . 

2) Calculer la probability de l’evenement A. 

3) On sait que 1’ employe est absent ; 

a) quelle est la probability qu’il soit un cadre ? 

b) quelle est la probability qu’il soit un ouvrier ? 

c) deduire de a) et b) la probability qu’il soit un technicien. 

Exercice 3 : (6 points) ( Duree estimee : 20 min ) 

Une machine fabrique des pieces mecaniques de forme cylindrique dont le diametre en millimetres 
(mm) est une variable aleatoire continue X suivant une loi normale generale d’esperance 15 mm et de 
variance 0,25. Les pieces fabriquees par cette machine sont controlees, et on considere qu’une piece et 
normale si son diametre est compris entre 14,1 mm et 15,9 mm. 

1) Donner 1’ expression de la fonction densite de probability de X. 

2) Calculer la probability que le diametre d’une piece depasse 16 mm. 

3) Calculer la probability qu’une piece soit normale. 

4) Deduire le nombre des pieces defectueuses, sur 1000 pieces fabriquees par la machine. 


Extrait de la table de la fonction de repartition 7t(u) de la loi normale centree reduite (Valeurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

1 

1,5 

1,6 

1,8 

2 

2,3 

2,4 

2,5 

7U(u) = P(U<u) 

0,54 

0,692 

0,841 

0,933 

0,945 

0,964 

0,977 

0,989 

0,992 

0,994 
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Annee Universitaire 2011/2012 (2 eme semestre) 
Filiere: Sciences Economiques et Gestion 
Module: Methodes quantitatives II 

Sections C & D 


Professeur : S. BENHMIDA 

Epreuve de Statistique 2 (Duree i h 30 min) 

N.B. * Arrondir les calculs a la 3 eme decimate. 

• Bien presenter la copie. 

• Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 

Exercice 1 : (8 points) ( Duree estimee : 25 min) 

Une entreprise importe des climatiseurs aupres de trois pays A, B et C, dans les proportions respectives 
suivantes 25%, 40% et 35%. On sait que les taux des climatiseurs defectueux, selon le pays, sont respectivement de 
4 %, 1 % et 2 %. On choisit au hasard un climatiseur importe par cette entreprise et on definit les evenements 
suivants : 

A = « le climatiseur provient du pays A» ; B = « le climatiseur provient du pays B» ; C = « le climatiseur provient 
du pays C » et D = « le climatiseur est defectueux». 

1) determiner les probabilites suivantes : P(A) , P(B) ,P(C), P(D/A ) , P(D/B) et P(D/C). 

2) Calculer la probability de l’evenement D. 

3) Sachant que le climatiseur choisi est defectueux ; 

a) quelle est la probability qu’il provient du pays A ? 

b) quelle est la probability qu’il provient du pays B? 

c) deduire de a) et b) la probability qu’il provient du pays C. 


Exercice 2 : (7 points) ( Duree estimee : 25 min) 

On suppose que le nombre des fausses alertes regues par le standard d’un commissariat de police soit 
distribue selon une loi de Poison ; et on sait que le standard regoive en moyenne trois fausses alertes par tranche de 
deux heures. On considere la variable aleatoire discrete definie par : 

X = «le nombre des fausses alertes regues par le standard pendant deux heures » 

1) Quelle est la loi de X ? Donner son expression, ainsi que son esperance et sa variance. 

2) Calculer la probability que le standard ne regoive aucune fausse alerte pendant deux heures. 

3) Calculer la probability que le standard regoive au plus deux fausses alertes pendant deux heures. 

4) On considere la variable aleatoire discrete suivante : 

Y = «le nombre des fausses alertes regues par le standard pendant une journee (24 heures) » 

Determiner la loi de Y et donner son expression, ainsi que son esperance et son ecart type. 

Exercice 3 : (5 points) (Duree estimee : 20 min ) 

Un magasin constate que 50% de ses visiteurs effectuent un achat. Etant donne qu’un apres midi, 64 
personnes ont visite le magasin independamment les unes des autres. 

On considere la variable aleatoire X definie par : 

X = «le nombre des visiteurs ayant effectue un achat parmi les 64» 

1) Quelle est la loi de X ? Donner son expression, ainsi que son esperance et son ecart type. 

2) Calculer la probability que 30 visiteurs effectuent un achat. 

3) En le justifiant, preciser une loi approximative continue de X, et donner sa densite de probability. 

4) En utilisant cette loi approximative, calculer la probability que : 

a) le nombre des visiteurs ayant effectue un achat ne depasse pas 40. 

b) le nombre des visiteurs ayant effectue un achat soit compris entre 26 et 38. 


Extrait de la table de la fonction de repartition ti(u) de la loi normale centree reduite (Valeurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

1 

1,5 

1,6 

1,8 

2 

2,3 

2,4 

2,5 

n(u ) = P(U<u) 

0,54 

0,692 

0,841 

0,933 

0,945 

0,964 

0,977 

0,989 

0,992 

0,994 
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Sections C&D 


Professeur : S. BENHMIDA 

Epreuve de Statistique 2 (Duree ih30min) 

Session de rattrapage 

d ' 5 

N.B. • Arrondir les calculs a la 4 eme decimale. 

• Bien presenter la copie. 

• Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 


Exercice 1 : (6 points) ( Duree estimee : 15 min) 

Dans une ville de 100000 habitants, on a constate que 5% des habitants ne sont pas en faveur d’un 
projet municipal. On interroge 80 personnes differentes de cette ville et on designe par : 

X = « le nombre d’habitants interroges et qui ne sont pas en faveur du projet ». 

1) Quelle est la loi exacte de X ? Donner son domaine et son expression. 

2) En le justifiant, donner les expressions des deux lois approximatives discretes de X. 

3) En utilisant la loi approximative convenable, calculer P(X <2) . 

Exercice 2 : (6 points) ( Duree estimee : 15 min) 

Soit une ume contenant 40% de boules blanches et 60% de boules noires. On precede a des 
tirages successifs avec remise d’une boule de cette ume, et on considere la variable aleatoire X definie 
par : X = « le nombre de tirages necessaires pour avoir deux boules blanches » 

1) Quelle est la loi de X ? Donnez son domaine et son expression. 

2) Calculez l’esperance et la variance de X. 

3) Calculez P(X=4). 

Exercice 3 : (8 points) ( Duree estimee : 40 min) 

Dans un moulin, les sacs de farine de 25 Kilogrammes (Kg) sont remplis par une machine 
automatique. Une etude a permis de constater que le poids X en Kg, des sacs remplis, n’est pas parfait, 
mais il est distribue selon une loi normale generale d’esperance m et d’ecart type a. 

Sachant que sur 3000 sacs remplis, on denombre 363 sacs dont le poids est inferieur a 24,52 Kg et 357 
sacs dont le poids est superieur a 26,4 Kg. 

1) Donner en fonctions de m et a la densite de la variable aleatoire X associees au poids des sacs de 
farine. 

2) Determiner l’esperance m et l’ecart type a de la variable aleatoire X. 

3) Calculer la probabilite d’ avoir un sac de farine dont le poids est inferieur a 24,5 Kg. 

4) Calculer la probabilite d’ avoir un sac de farine dont le poids est superieur a 26 Kg. 


Extrait de la table de la fonction de repartition ti(u) de la loi normale centree reduite 


u 

0,1 

0,25 

0,68 

1,00 

1,17 

1,18 

1,195 

2,5 

7r(u)=P(U<u) 

0,5398 

0,5987 

0,7517 

0,8413 

0,8790 

0,8810 

0,8840 

0,9938 
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Module: Methodes quantitatives II 

Sections C&D 

Professeur : S. BENHMIDA A 


Epreuve de Statistique 2 (Duree i h 30 min) 


N.B. • Arrondir les calculs a la 3 eme decimale. 

• Bien presenter la copie. 

q • Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 

Exercice 1 : (5 points) ( Duree estimee : 15 min ) 

On utilise un test sanguin pour le depistage d’une maladie M qui touche 0,2% d’une population. Ce test est 
positif dans 98% des cas si la personne est malade et il est negatif dans 96% des cas si la personne n’est pas 
malade. On choisit au hasard une personne de la population et on definit les evenements suivants : 

M = « la personne est malade » et T = « le test est positif ». 

1) Calculer les probability s suivantes : P(M ); P(T / M ) ; P(T / M). 

2) Calculer la probability que le test soit positif. 

3) Si pour une personne le test est positif, quelle est la probability que la personne soit malade ? 

4) Calculer la probability que le test ne se trompe pas (le test est positif et la personne est malade ou le test est 
negatif et la personne n’est pas malade). 


Exercice 2 : (5 points) (Duree estimee : 15 min ) 

Soit une ume contenant 40% de boules blanches et 60% de boules noires. On precede a des tirages 
successifs avec remise d’une boule de cette ume, et on considere la variable aleatoire X definie par : 

X = « le nombre de tirages necessaires pour avoir trois boules blanches » 

1) Quelle est la loi de X ? Donner son domaine et son expression. 

2) Calculer 1’ esperance et la variance de X. 

3) Calculer P(X=4). 


Exercice 3 : (io points) ( Duree estimee : 35 min) 

On suppose que le nombre X, de personnes qui passent par le service orientation d'une administration 
publique, par tranches de dix minutes entre 9 h et 1 1 h, suive une loi de Poisson de parametre ). = 3. 

A) Calculer la probability que le service regoive entre 9 h et 9 h 10 : 

1) Deux personnes. 

2) Au moins deux personnes. 

B) Soit Y le nombre de personnes qui passent par le service par tranches de 30 minutes entre 9 h et 1 1 h. 

1) Quelle est la loi de Y ? Donner son expression, son esperance et son ecart type. 

2) Calculer la probability que le service regoive 5 personnes entre 10 h et 10 h 30. 

3) Determiner par l’inegalite de Bienayme-Tchebycheff un majorant de la probability : p(\Y - 9| > 5). 

C) Soit Z le nombre total de personnes qui passent par le service entre 9 h et 1 1 h. 

1) Quelle est la loi de Z ? Donner son esperance et son ecart type. 

2) En le justifiant, preciser une loi approximative continue de Z, et donner sa densite de probabihte. 

3) En utilisant cette loi approximative, calculer la probability que le service regoive au moins 30 personnes 
entre 9 h et 1 1 h. 

Remarque : Les parties A), B) et C) sont independantes. 

Extrait de la table de la fonction de repartition 7t(u) de la loi normale centree reduite (Valeurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

1 

1,5 

1,6 

1,8 

2 

2,3 

2,4 

2,5 

Tt{u) = P(U<u) 

0,54 

0,692 

0,841 

0,933 

0,945 

0,964 

0,977 

0,989 

0,992 

0,994 
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Epreuve de Statistique 2 (Duree ih30min) Session de rattrapage 



fc) ) 

G 

N.B. * Arrondir les calculs a la 4 eme decimale. 
• Bien presenter la copie. 



_ . • Tout resultat non iustifie ne sera pas considere. 

Exercice : Trailer les 

trois parties independantes de cet exercice. ( Duree estimee : 70 min) 

Partie A (8 points) : Une entreprise importe un produit alimentaire aupres de trois pays E h E 2 et E 3 , dans les 
proportions respectives de 22 %, 35 % et 43 %. D’apres une longue experience on constate que 0,5% des produits 
importes du pays Ei sont non conformes aux normes d’hygiene, alors que cette proportion et de 1% pour le pays E 2 
et de 2% pour le pays E 3 . 

On choisit au hasard un produit importe par cette entreprise et on definit les evenements suivants : 

C = « le produit est conforme aux normes » et £, = « le produit est importe du pays E t » ; pour i = 1 ; 2 et 3 . 

1) determiner les probabilites suivantes : P( E,) et P( C/E,) pour i = 1 ; 2 et 3 . 

2) Calculer la probability de l’evenement C. 

3) On sait qu’un produit est non conformes aux normes d’hygiene; 

a) quelle est la probability qu’il soit importe du pays Ei? 

b) quelle est la probability qu’il soit importe du pays E 2 ? 

c) deduire de a) et b) la probability qu’il soit importe du pays E 3 . 

Partie B (6 points) : On suppose que 1,25% des produits importes par cette entreprise sont non conformes 
aux normes d’hygiene. On choisit au hasard et simultanement 80 produits dans un lot de 1200 produits importes et 
on considere la variable aleatoire definie par : 

X = « le nombre des produits non conformes parmi les 80 choisis». 

1) Quelle est la loi exacte de X ? Donner son domaine et son expression. 

2) Calculer l’esperance et la variance de X. 

3) En le justifiant, donner les expressions des deux lois approximatives discretes de X. 

4) Calculer, par les deux lois approximatives, la probability d’ avoir les 80 produits choisis conformes aux normes. 

Partie C (6 points) : On suppose que la quantite annuelle, en milliers de tonnes, importee par 1’ entreprise 
selon chaque pays, suit une loi normale generate et que les importations sont independantes d’un pays a l’autre. On 
note par Y, la variable aleatoire continue associee a la quantite annuelle importee du pays E h pour i = 1 ; 2 et 3 . On 
donne les esperances respectives de Y h Y 2 et Y 3 par 170 ; 280 ; 350 ainsi que les ecart-types correspondant par 8 ; 

4; 8. 

1) Calculer la probability que la quantite annuelle importee du pays E 2 ne depasse pas 285 000 tonnes. 

2) Calculer la probability que la quantite annuelle importee du pays E 3 soit comprise ente 340 000 et 370 000 

tonnes. 

3) Soit Y la variable aleatoire associee a toute la quantite annuelle des produits importee par l’entreprise. 

a) Quelle est la loi de Y ? Determiner sa moyenne et son ecart type. 

b) Calculer la quantite annuelle maximale que l’entreprise peut importer avec une probability de 0,98. 


Extrait de la table de la fonction de repartition 7t(u) de la loi normale centree reduite (Valeurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

0,8 


1 

1,25 

1,6 

2,05 

2,3 

2,4 

2,5 

7t(u) = P(U<u) 

0,54 

0,692 

0,788 


0,841 

0,894 

0,945 

0,98 

0,989 

0,992 

0,994 
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Epreuve de Statistique 2 (Duree i h 30 min) 


N.B. * Arrondir les calculs a la 3 eme decimale. 

• Bien presenter la copie. 

<2 • Tout resultat non justifie ne sera pas considere. 

Exercice 1 : (4 points) ( Duree estimee : 15 min ) 

Trois ingenieurs A, B et C se penchent independamment les uns des autres sur la resolution d’un probleme. 
Ils ont respectivement 50%, 60% et 80% de chance de resoudre le probleme. Quelle est la probabilite que : 

1) le probleme soit resolu par les trois ingenieurs? 

2) le probleme ne soit resolu par aucun des trois ingenieurs ? 

3) le probleme soit resolu par un seul ingenieur? 

4) le probleme soit resolu par A et B sachant qu’il est resolu par C ? 

Exercice 2 : (6 points) (Duree estimee : 20 min ) 

Les salaries d’une entreprise comprennent 20 % de cadres et 80 % d'employes. On sait que 60 % des cadres 
parlent l'anglais alors que cette proportion n’est que de 10 % pour les employes. On choisit au hasard un salarie et 
on definit les evenements suivants : 

A = « le salarie parle l'anglais» ; C= « le salarie est un cadre » et E= « le salarie est un employee 

1) Calculer les probability suivantes : P(C); P(E); P(A/ C) et P(A/ E). 

2) Calculer la probabilite de A 

3) Un salarie ne parle pas l'anglais. Quelle est la probabilite qu’il soit un cadre? 

4) Un salarie ne parle pas l'anglais. Calculer de deux fagons la probabilite qu’il soit un employe. 


Exercice 3 : (6 points) ( Duree estimee : 20 min) 

On suppose que le nombre X de reclamations regues chaque jour par le service apres-vente d’un magasin, 
suit une loi de Poisson de parametre A = 2. 

1) Calculer la probabilite de recevoir un jour donne : 

a) Une seule reclamation. 

b) Au plus deux reclamations. 

2) Le magasin est ferme le dimanche. Soit Y la variable aleatoire associee au nombre de reclamations regues 
chaque semaine par le service apres-vente du magasin. 

a) Quelle est la loi de probabilite de Y1 Donner son expression. 

b) Calculer l’esperance et l’ecart type de Y 

c) Determiner par l’inegalite de Bienayme-Tchebycheff un majorant de la probabilite : p(\Y -12] > 4). 
Exercice 4 : (4 points) (Duree estimee : 15 min) 

Une machine automatique remplit des petits sachets de cafe dont le poids X en gramme (g) est distribue 
selon une loi normale generale d’esperance m =50g et d’ecart type a =4g. 

1) Donner l’expression de la fonction densite de probabilite de X. 

2) Calculer la probabilite que le poids d’un sachet soit d’au moins 48g. 

3) Calculer la probabilite que le poids d’un sachet soit compris entre 45g et 55g. 

4) Une usine utilise une chaine de 25 machines independantes du meme type precedent. Soit Y la variable aleatoire 
associee au poids en gramme d’une caisse contenant 25 petits sachets de cafe remplis par cette chaine. Quelle est la 
loi de probabilite de 7? Calculer son esperance et son ecart type. 


Extrait de la table de la fonction de repartition 7t(u) de la loi normale centree reduite (Valeurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

1 

1,25 

1,5 

1,8 

2 

2,3 

2,4 

2,5 

7t(u) = P(U<U) 

0,54 

0,692 

0,841 

0,894 

0,933 

0,964 

0,977 

0,989 

0,992 

0,994 
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Session de rattrapage 


N.B. * Arrondir les calculs a la 3 eme decimate. 

• Bien presenter la copie. 

0 • Tout resultat non iustifie ne sera pas considere. 

Exercice 1 : (5 points) ( Duree estimee : 15 min ) 

Dans un pays, 40 % de la population active sont des femmes. On sait que parmi les femmes de cette 
population active 8 % sont au chomage, alors que parmi les hommes cette proportion est de 10 %. On choisit au 
hasard une personne de cette population active, et on considere les evenements suivants : 

C =" la personne est au chomage" ; F= "la personne est une femme" et H- ” la personne est un homme" . 

1) Quelles sont les probability P(F) ; P(H) ; P(C/F) et P(C/H) ? 

2) Calculer la probability que la personne choisie soit au chomage. 

3) Sachant que la personne choisie est au chomage, quelle est la probability qu’elle soit un homme? On en deduire la 
probability que cette personne soit une femme. 

Exercice 2 : (10 points) (Duree estimee : 40 min) 

Dans une cooperative laitiere, des sacs d’un demi litre de lait sont remplis independamment les uns des 
autres par une machine, avec un taux de defectuosite de 5 % . 

1) Pour assurer le bon fonctionnement de cette machine, on precede a un controle de la machine des l'apparition du 
3 eme sac defectueux. On suppose que cette machine peut remplir un nombre quelconque de sacs lorsqu'elle 
fonctionne normalement. On considere la variable aleatoire suivante : 

X = « le nombre de sacs remplis par la machine avant le premier controle ». 

a) Quelle est la loi de X ? Donner son domaine et son expression. 

b) Calculer l’esperance et la variance de X 

c) Calculer la probability P(X =20). 

2) On considere un lot de 1000 sacs de lait remplis par cette machine et on y preleve simultanement 60 sacs. 

On pose : Y = « le nombre de sacs defectueux parmi les 60 ». 

a) Quelle est la loi de Y ? Donner son domaine et son expression. 

b) Calculer E(Y) et V(Y). 

c) En le justifiant, donner les expressions des deux lois approximatives discretes de Y. 

d) Calculer, par les deux lois approximatives, la probability d’ avoir deux sacs defectueux parmi les 60. 



Exercice 4 : (5 points) (Duree estimee : 20 min) 

La duree de vie en milliers d’heures d'un appareil electronique est une variable aleatoire continue X de 
densite : 


/(*) = 


1 

j0,02/r 


-P-5) * 1 2 3 
e °’ 02 


Vj e R 


1) Determiner l'esperance ct l’ccart type de X en milliers d’heures. 

2) Quelle est la probability que la duree de vie ne depasse pas 5200 heures ? 

3) Quelle est la probability que la duree de vie soit comprise entre 4850 et 5120 heures ? 

4) Determiner la duree de vie minimale d m que l'entreprise peut atteindre avec une probability de 0,95. 


Extrait de la table de la fonction de repartition rc(u) de la loi normale centree reduite (Valeurs arrondies) 


u 

0,1 

0,5 

1 

1,2 

1,5 

1,645 

2 

2,3 

2,4 

2,5 

Tfu) = P(U<U) 

0,54 

0,692 

0,841 

0,885 

0,933 

0,95 

0,977 

0,989 

0,992 

0,994 


